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1 Elementare Geometrie

Die Geometrie ist ein fester Bestandteil des Mathematikunterrichtes an Schulen, ist aber
iiblicherweise in den technischen und naturwissenschaftlichen Studiengéngen nicht mehr
Gegenstand von Vorlesungen. Sie wird in vielen Anwendungsfichern vorausgesetzt und
oftmals hilft ein geometrisches Vorstellungsvermogen dabei, komplizierte Sachverhalte
zu verstehen und Problemlosungen zu finden. Hier werden die notwendigen Grundkennt-
nisse der elementaren Geometrie vermittelt, d.h. wir beschéftigen uns mit Winkeln,
Geraden, Dreiecken, Kreisen und Koérpern, ganz iiberwiegend ohne bei den Definitionen
und Herleitungen auf Koordinatensysteme zuriickzugreifen.

1.1 Geraden, Winkel

Wir fiihren die geometrischen Begriffe nicht streng mathematisch, sondern gemafs unserer
,haiven” Anschauung ein.

Definition 1.1. Gerade, Strecke, Strahl, Winkel

e Eine Gerade ist eine Linie in der Ebene, die nach beiden Seiten ins Unendliche geht.
Durch zwei voneinander verschiedene Punkte A und B geht genau eine Gerade.

e Die Menge der Punkte auf der Geraden, die zwischen den beiden Punkten liegen,
nennt man Strecke zwischen A und B und schreibt dafiir AB. Die Strecke AB ist
die kiirzeste Verbindung zwischen A und B.

e Zwei Geraden haben hochstens einen Punkt gemeinsam. Schneiden sich zwei Gera-
den tiberhaupt nicht, so heifien sie parallele Geraden (Parallelen). Fiir parallele
Geraden g und ¢’ schreibt man kurz g || ¢'.

e Ein Strahl hat einen Anfangspunkt und geht nur zu einer Seite ins Unendliche.

e Ein Winkel entsteht durch eine Drehung eines Strahls a um seinen Anfangspunkt
S. Nennt man den gedrehten Strahl b, so kennzeichnet das Symbol Z(a,b) den
Winkel zwischen den beiden Strahlen. Den Punkt S nennt man den Scheitelpunkt
des Winkels, die beiden Strahlen a und b werden Schenkel des Winkels genannt. Da
es zwei verschiedene Moglichkeiten gibt, den Strahl zu drehen, muss zur Messung
eines Winkels zusétzlich die Drehrichtung angegeben werden:

— Dreht man den Ausgangsstrahl gegen den Uhrzeigersinn, der auch mathe-
matisch positiver Drehsinn genannt wird, so ist der Winkel eine positive
reelle Zahl.
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— Dreht man den Ausgangsstrahl mit dem Uhrzeigersinn (mathematisch ne-
gativer Drehsinn), so ist der Winkel negativ.

Es ist also zu unterscheiden zwischen den Winkeln (a, b) und (b, a), zwischen ihnen
gilt die Beziehung
Z(a,b) = —Z(b,a).

Liegt auf dem Strahl a ein Punkt A und auf b ein Punkt B, so kann der Winkel
(a,b) auch durch ZASB bezeichnet werden.

Das nachfolgende Bild verdeutlicht nochmals diese Definitionen.

a=/(a,b)=/ASB

8= 2(ba) =—2(a,b)
~v=4ZBSA

Abbildung 1.1: Winkel zwischen zwei Strahlen a und b

Winkel werden {iblicherweise mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet. In der Gra-
fik sind drei Winkel «, 3, eingezeichnet und ihre Orientierungen durch Pfeile kenntlich
gemacht. Die Winkel o und v sind positiv orientiert, das ist der in der Mathematik
iibliche Richtungssinn, d.h. wenn nichts anderes gesagt wird, wird tmmer eine positive
Orientierung unterstellt. Aus diesem Grunde ist der Winkel v, den man auch als Winkel
zwischen den Strahlen a und b ansehen kann, auch nicht gleich dem Winkel 5!

Winkelmessung

Definition 1.2. Grad- und Bogenmafs
Winkel werden entweder im Gradmafs oder im Bogenmafs gemessen. Die beiden Win-
kelmafse beruhen auf Kreisteilungen:

e Gradmaf: Wird ein beliebiger Kreis durch Radien in 360 gleiche Teile geteilt, so
entspricht der Richtungsunterschied zweier Radien, die vom Kreismittelpunkt zu
zwei benachbarten Teilpunkten auf dem Kreis fiihren, einem Winkel von einem
Grad und man benutzt dafiir das Symbol 1°. Ein Grad ist also der 360. Teil eines
Vollwinkels bzw. der 90. Teil eines rechten Winkels. Die Gradskala kann noch
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weiter unterteilt werden: 1 Grad sind 60 Winkelminuten und eine Winkelminute
sind 60 Winkelsekunden. Man schreibt:

1° = 60" = 3600".

e Bogenmaf: Bei dem Bogenmafs misst man den Winkel durch Angabe der Lénge des
Kreisbogens b, der entsteht, wenn man um den Scheitelpunkt des Winkels einen
Kreis mit dem Radius 1 schliagt und das zwischen den Schenkeln des Winkels ver-
laufende Kreisbogenstiick hernimmt, was in der nachfolgenden Grafik gezeigt wird.

Abbildung 1.2: Winkel im Bogenmaf

Dabei macht man sich zunutze, dass im Kreis die Lénge eines beliebigen Kreisbo-
gens d dem zugehorigen Winkel av und dem Radius r proportional ist. Genauer gilt,
dass das Verhéltnis vom Kreisumfang zum Kreisbogen gleich dem Verhéltnis des
Vollwinkels zum Winkel « ist. Da der Umfang eines Kreises 27r betragt, gilt also

2mr : d = 360 : a.

Daraus folgt, dass das Verhéltnis d : r nur von dem zum Kreisbogen d gehorigen

Winkel o abhéngt
o 7r

=360 7~ 10
Fiir den Kreisbogen b ist der Radius gleich 1, d.h. es gilt

d:r Q.

s

Die Einheit des Bogenmafes heift Radiant (rad). 1 rad ist der Winkel, fiir den
der Kreisbogen b gleich 1 ist, d.h.

1rad = g = 57,29578°.
Umgekehrt gilt
o " ad =
1° = 180 rad = 0,017453 rad. (1.1)
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Beispiel 1.3. Tabelle Grad- und Bogenmaf}
In der folgenden Tabelle werden einige wichtige Winkel im Grad- und Bogenmaf gegen-
iiber gestellt.

Gradmak 30° 45° 60° 90° 180° | 360° | 57,29578°

Bogenmak || —rad | —rad | —rad | —rad | mrad | 2w rad 1rad
6 4 3 2

0

Beispiel 1.4. Umrechnung zwischen den Winkelmafien
Berechnen Sie den Winkel
a=51°14'4,2"
im Bogenmafs.
Losung: Zunéchst wandeln wir die Winkelsekunden in Winkelminuten um:
!/

1
4, 2” . W — 0, 07/

Damit ist der Winkel
a = 51°14,07".

Nun wandeln wir die Minuten in Grad um:

10
14,07+ = 0,2345°

und « ergibt sich zu

a = 51,2345,

Wir benutzen die Umrechnungsformel (1.1) und erhalten

o = 51,2345° = 51,2345 - 0, 017453 rad = 0, 8942 rad.

Einteilung der Winkel

Definition 1.5.
Winkel werden nach dem Richtungsunterschied der Schenkel eingeteilt:

e Entspricht der Richtungsunterschied einer Drehung um einen Viertelkreis, so be-
zeichnet man den Winkel als rechten Winkel (a = 90°).

e [st die gegenseitige Neigung der Schenkel geringer als bei einem rechten Winkel, so
wird der Winkel spitzer Winkel (0 < a < 90°) genannt.

e Entspricht der Richtungsunterschied der Schenkel einer Drehung um einen Halb-
kreis, liegen die Schenkel also in entgegen gesetzter Richtung auf einer gemeinsamen
Geraden, so heifst der zwischen ihnen gebildete Winkel gestreckt (a = 180°).



1.1 Geraden, Winkel
e Liegt die Neigung der Schenkel zwischen einem rechten und einem gestreckten Win-
kel, so bezeichnet man den Winkel als stumpfen Winkel (90° < o < 180°).
e Ein Vollwinkel (a = 360°) entspricht einer Drehung um einen Vollkreis.

e Liegt schlieflich die Drehung zwischen einem Halb- und einem Vollkreis, so nennt
man den zugehorigen Winkel {iberstumpf (180° < o < 360°).

Die folgende Tabelle fasst diese Definitionen nochmals zusammen.

Winkel « Definition ‘ Abbildung ‘

spitz 0°<a<90°

rechter a = 90°

stumpf 90° < a < 180°

gestreckt o = 180°

iiberstumpf | 180° < a < 360°

PPP PPN

voll o = 360°

Wie in der Tabelle dargestellt wird ein rechter Winkel héufig durch einen Punkt ge-
kennzeichnet.

Beispiel 1.6. Winkel in der Abbildung 1.1
In der Abbildung ist

e der Winkel « ein spitzer Winkel,
e der Winkel 3 ein spitzer Winkel
e der Winkel v ein iiberstumpfer Winkel,

e die Summe aus den Winkeln a und v ein Vollwinkel,
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Winkel an Geraden und Parallelen

Definition 1.7. Winkel an sich schneidenden Geraden
Schneiden sich zwei Geraden g und ¢’ in der Ebene in einem Punkt S, dann entstehen
vier Winkel.

Abbildung 1.3: Winkel an zwei sich schneidenden Geraden

Winkel, die einen gemeinsamen Schenkel haben, heiffen Nebenwinkel. Die nicht zu-
sammenfallenden Schenkel liegen auf ein und derselben Geraden, jedoch auf unterschied-
lichen von S ausgehenden Strahlen. Sie ergénzen sich gegenseitig zu einem gestreckten
Winkel. Aus der Abbildung liest man ab, dass die Paare

(@, 8),(B:7)(7,6), (6, )

Nebenwinkel sind, da
a+pB=F4+v=7+6=0+ a= 180"

Die beiden Winkel eines Nebenwinkelpaares, z.B. a und (3, sind im Allgemeinen verschie-
den grofs; sind sie gleich, dann gilt

a=L=90°,

d.h. die beiden Geraden stehen senkrecht aufeinander.

Winkel an sich schneidenden Geraden, die einen gemeinsamen Scheitel S, aber keinen
gemeinsamen Schenkel haben, heiffen Scheitelwinkel. In der Grafik sind o und ~ sowie
B und & Scheitelwinkel.

Satz 1.8. Scheitelwinkel
Zwei Scheitelwinkel sind gleich (in obiger Abbildung a@ = v und 8 = §), da jeder von
ihnen durch denselben Nebenwinkel zu 180° ergédnzt wird.

g

Definition 1.9. Winkelpaare an geschnittenen Parallelen
Wird ein Paar paralleler Geraden (g, ¢') durch eine weitere Gerade geschnitten, so ent-
stehen acht Winkel.

10



1.1 Geraden, Winkel

Abbildung 1.4: Winkel an geschnittenen Parallelen

Haben zwei der acht Winkel

1. einen gemeinsamen Scheitelpunkt, dann sind es

a) Scheitelwinkel, falls die Schenkel paarweise entgegengesetzt gerichtet sind.
In der Grafik sind die Paare

(@,7), (@',7) . (8.9) (8,9)

Scheitelwinkel.

b) Nebenwinkel, falls zwei Schenkel auf demselben Strahl liegen und die ande-
ren zwei entgegengesetzt gerichtet sind. Z.B. sind die Paare («, 3) bzw. (7/,0")
Nebenwinkel.

2. von einander verschiedene Scheitelpunkte, dann sind es

a) Stufenwinkel, falls die Schenkel paarweise gleichgerichtet sind. In der Abbil-
dung sind die Paare

(@), (8,87 (1,7') (8:)

Stufenwinkel.

b) Wechselwinkel, falls die Schenkel paarweise entgegengerichtet sind. Die Paa-

re
(,'), (v,0'), (B,0"), (6,8
sind Wechselwinkel.

c) Erginzungswinkel, falls ein Schenkelpaar gleichgerichtet, das andere entge-
gengesetzt gerichtet ist. Z.B. sind die Paare (a, 8) bzw. (v,d’) Erginzungs-
winkel.

11
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Aus der letzten Definition lassen sich folgende Aussagen ableiten.

Satz 1.10. Stufenwinkel, Wechselwinkel, Erginzungswinkel
Werden zwei parallele Geraden von einer dritten geschnitten, so

1. sind alle Stufenwinkel gleich grof,
2. sind alle Wechselwinkel gleich grof,

3. addieren sich alle Ergénzungswinkel zu 180°.

Es gilt auch die Umkehrung:

Werden zwei Geraden von einer dritten geschnitten und sind die Stufen- oder die Wech-
selwinkel gleich grof$ oder addieren sich die Erginzungswinkel zu 180°, so sind die beiden
Geraden parallel.

Beispiel 1.11. Winkelsumme im Dreieck

Abbildung 1.5: Winkelsumme um Dreieck

Um die Summe der Winkel
a+ [+
im Dreieck ABC' auszurechnen, legen wir eine (gestrichelte) Parallele ¢’ zur Seite ¢ durch
den Punkt C. Der Winkel o taucht noch einmal als Wechselwinkel mit Schenkel b und ¢/

auf, ebenso der Winkel 3 mit den Schenkeln a und ¢’. Die drei Winkel ergénzen sich zu
180°, d.h. die Winkelsumme im Dreieck ist

a+ B+ =180°.

Aus diesem Sachverhalt folgt unmittelbar, dass die Winkelsumme in einem Viereck 360°
betrégt, da man jedes Vierecks in zwei Dreiecke zerlegen kann, wenn man durch zwei
gegeniiberliegende Ecken die Diagonale zieht.

Beispiel 1.12. Winkel an senkrechten Schenkeln
Wir wollen zeigen, dass zwei Winkel, deren Schenkel senkrecht aufeinander stehen, gleich
groft sind und betrachten folgende Abbildung.

12



1.1 Geraden, Winkel

N

Abbildung 1.6: Winkel an senkrechten Schenkeln

Die Grafik enthélt einen blauen Winkel o mit Scheitelpunkt A und einen roten Winkel
o/ mit Scheitelpunkt E. Die Schenkel von ' schneiden die Schenkel von « jeweils im
rechten Winkel, was durch einen Punkt im Winkel gekennzeichnet ist. Die Gleichheit
von « und o folgt nun daraus, dass die beiden Winkel 8 und 3’ Wechselwinkel, also
gleich grofs sind. Da die Dreiecke ABC und CDE jeweils einen rechten Winkel besitzen
und die Winkel 8 und 3’ gleich sind, folgt mit der Winkelsumme im Dreieck

o = 180° — 90° — B = 180° — 90° — ' = o/’

Aufgaben zu Abschnitt 1.1

1. Rechnen Sie die Winkelangaben in Radiant bzw. Grad um:
a) 171,887°

b) 7/12

c) 2,5

d) 38°14'22"

2. Leiten Sie aus der Winkelsummensatz fiir Dreiecke die entsprechenden Winkelsum-
men fiir allgemeine Fiinfecke und Sechsecke her.

3. In der folgenden Abbildung ist das rechtwinkliges Dreieck A BC von einem Rechteck
umrahmt. Die beiden Winkel o und S sind vorgegeben. Driicken Sie alle anderen
Winkel mit Hilfe von « und g aus.

13
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Abbildung 1.7: Abschnitt 1.1, Aufgabe 3

1.2 Kongruenz und Symmetrie

1.2.1 Kongruenz

Definition 1.13. Kongruenz allgemein

Zwei Figuren in der Ebene heiffen kongruent (deckungsgleich), wenn sie durch geome-
trische Transformationen, die nur die Lage der Figuren, nicht aber die Grofie von Strecken
und Winkeln veréndern, ineinander iiberfiihrt werden kénnen. Die geometrischen Trans-
formationen kénnen aus Verschiebungen, Drehungen um ein Drehzentrum Z oder
Spiegelungen an Geraden bestehen. Die folgende Abbildung verdeutlicht diese Defini-
tionen.

14
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Verschiebung ...

Spiegelung an g

Abbildung 1.8: Geometrische Transformationen: Verschiebung, Drehung, Spiegelung

In der Grafik wird das schwarze Dreieck durch eine (blaue) Verschiebung, eine (ro-
te) Spiegelung an der Geraden g sowie durch eine (griine) Drehung um den Punkt Z
um 180° in der Ebene verschoben. Bei diesen Transformationen dndern sich die Grofen
der Dreiecksseiten und -winkel nicht, damit bleibt auch der Fléacheninhalt des Dreiecks
erhalten.

In der Definition von Kongruenz von Figuren ist die Ubereinstimmung aller Stiicke
gefordert, insbesondere miissen bei kongruenten Dreiecken alle Seiten und alle Winkel
gleich sein. Das fithrt zur Frage, wieviele Stiicke in zwei Dreiecken iibereinstimmen miis-
sen, damit die Dreiecke schon kongruent sind. Die Antwort liefert der folgende Satz.

Satz 1.14. Kongruenzsdtze des Dreiecks
Dreiecke sind kongruent, wenn sie

1. in den drei Seiten iibereinstimmen (SSS) oder

2. in zwei Seiten und dem zwischen ihnen gelegenen Winkel iibereinstimmen (SWS)
oder

3. in zwei Seiten und dem der grofieren Seite gegeniiberliegenden Winkel {ibereinstim-
men (SsW) oder

4. in einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln iibereinstimmen (WSW).

Den vierten Kongruenzsatz kann man noch etwas abschwéchen, indem man nur verlangt,
dass eine Seite und zwei beliebige Winkel iibereinstimmen (SWW). Denn kennt man
die beiden der Seite anliegenden Winkel nicht, sondern nur einen und den gegeniiber

15
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liegenden, so kann man den fehlenden anliegenden leicht berechnen, da man ja weifs, dass
die Winkelsumme im Dreieck 180° betragt.

Die Giiltigkeit der Kongruenzséitze folgt daraus, dass man Dreiecke eindeutig konstru-
ieren kann, wenn die angegebenen Stiicke bekannt sind. Als Beispiel konstruieren wir ein
Dreieck, bei dem zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel iibereinstimmen.

Beispiel 1.15. SWS
Bei einem Dreieck seien die Seiten b und ¢ und der eingeschlossene Winkel a vorgegeben.
Die folgende Abbildung zeigt die vorgenommene Konstruktion des Dreiecks.

Abbildung 1.9: Kongruenz von Dreiecken: SWS

Zunichst wird die Strecke ¢ = AB gezeichnet. Im Punkt A wird der Winkel « so
abgetragen, dass der eine Schenkel die Strecke ¢ und der andere frei (in der Grafik die
gestrichelte Linie) ist. Nun wird um den Punkt A ein Kreis mit dem Radius b geschlagen
(Kreisbogenabschnitt als gepunktete Linie). Der Kreis schneidet den freien Schenkel im
Punkt C'. Verbindet man A mit C, so erhélt man die Strecke b und verbindet man B mit
C, so ergibt sich die Strecke a. Damit ist das Dreieck ABC' in eindeutiger Weise aus den
bekannten Stiicken konstruiert worden.

Sind, anders als beim dritten Kongruenzsatz verlangt, zwei Seiten und der der kleineren
Seite gegeniiber liegende Winkel bekannt, so ldsst sich daraus im Allgemeinen keine
eindeutige Dreieckskonstruktion herleiten, wie das néchste Beispiel zeigt.

Beispiel 1.16. Ssw

Seien fiir die Konstruktion eines Dreiecks die Seiten ¢ = 5cm,a = 3 ¢m und der Winkel
a = 20° vorgegeben. Dann zeichnen wir zuniichst wieder die Strecke ¢ = AB und tragen
im Punkt A den Winkel « so ab, dass der eine Schenkel die Strecke ¢ und der andere frei
ist. Um die Lage der Strecke a zu finden, zeichnen wir um den Punkt B einen Kreis mit
Radius a. Dieser Kreis schneidet den freien Schenkel in zwei Punkten C' und C’ . D.h. die
beiden unterschiedlichen Dreiecke ABC und ABC" erfiillen beide die Voraussetzungen, es
gibt keine eindeutige Konstruktion! Das nachfolgende Bild stellt diese Situation nochmals
dar.

16



1.2 Kongruenz und Symmetrie

Abbildung 1.10: Kongruenz von Dreiecken: Ssw

Anwendungsbeispiel aus der Optik

Um geometrische Aufgaben zu 16sen, muss man oftmals nicht nur Grundkonstruktionen
ausfiihren, sondern auch Symmetrietiberlegungen, Kongruenz- oder Winkelsétze einflie-
fen lassen. Wir wollen das an einem Beispiel aus der Optik demonstrieren.

Beispiel 1.17. Reflexion von Lichtstrahlen

Ein Lichtstrahl, der von einer Lichtquelle L ausgeht kann einen Punkt P nur erreichen,
wenn er an einer Geraden g reflektiert wird. An welchem Punkt S muss der Lichtstrahl
auf die Gerade treffen, damit er durch den Punkt P geht? Die folgende Skizze beschreibt
die Aufgabenstellung.

Abbildung 1.11: Reflexion eines Lichtstrahl

Gesucht ist also die Lage des Punktes S. Um die zu finden, miissen wir das aus der
Optik bekannte Reflexionsgesetz (Einfallswinkel = Ausfallswinkel) benutzen. D.h. der
Winkel mit den Schenkeln LS und g muss gleich groR sein wie der Winkel zwischen g
und SP. Um die Aufgabe zu 16sen, spiegeln wir zunichst den Punkt P an der Geraden

17
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g, indem wir um P einen Kreis mit einem Radius, der grofser als der Abstand zwischen
P und g ist, zeichnen.

Abbildung 1.12: Zwischengrafik 1: Reflexion Lichtstrahl

Dieser Kreis schneidet die Gerade g in den beiden Punkten A und B, die beide gleich
weit entfernt von P sind. Nun beschreiben wir um die Punkte A und B jeweils einen
Kreis mit Radius AP = BP. Diese beiden Kreise schneiden sich im Punkt P und in
einem Punkt P’, der der gesuchte Spiegelpunkt von P ist. Schauen wir uns die néichste
Zwischengrafik an.

18
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Abbildung 1.13: Zwischengrafik 2: Reflexion Lichtstrahl

Der Punkt P’ ist so konstruiert worden, dass die Gerade g die Mittelsenkrechte der
Strecke PP’ ist. D.h. wo auch immer der gesuchte Punkt S auf der Geraden g liegen mag,
er hat auf alle Falle von P und P’ den gleichen Abstand. Nun verbinden wir die Punkte
L und P’ durch eine schwarz gestrichelte Linie, die die Gerade g im Punkt S schneidet.

Abbildung 1.14: Reflexion Lichtstrahl: Eingangswinkel = Ausgangswinkel

Die Dreiecke SPM und SP’M haben die Seite M S gemeinsam, ferner ist PM gleich
P’M und fiir die dazwischen liegenden Winkel gilt

/PMS =90°=/SMP'.

19
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D.h. die beiden Dreiecke sind nach dem Kongruenzsatz SWS kongruent, damit sind auch
die Winkel zwischen g und SP (= ) und zwischen g und SP’ (= «) gleich. Da der
Eingangswinkel « der Scheitelwinkel zu « ist, gilt

v = a.
Der Winkel § ist der Ausgangswinkel, d.h. es gilt auch
v =B

Damit ist gezeigt, dass der Punkt S auf der Geraden g so konstruiert wurde, dass Ein-
gangswinkel = Ausgangswinkel ist.

1.2.2 Axiale Symmetrie

Definition 1.18.

Geometrische Figuren, die in einer Ebene liegen und durch eine Spiegelung an einer Ge-
raden g auf sich selbst abgebildet werden, heifen achsensymmetrisch bezogen auf g.
Die Gerade g nennt man Symmetrieachse. Die einfachste achsensymmetrische Figur
sind zwei Punkte, die den gleichen Abstand zur Symmetrieachse haben und deren Ver-
bindungsstrecke mit der Symmetrieachse einen rechten Winkel bildet. Hat man mehrere
solcher Punktepaare vorliegen, so bilden die Punktepaare eine achsensymmetrische Fi-
gur, deren eine Hailfte durch Spiegelung an der Symmetrieachse entstanden sein kénnte.
Die nachfolgende Abbildung illustriert diese Definitionen.

Abbildung 1.15: Achsensymmetrische Figuren

In der Grafik sind zwei durch die violette Linie getrennte achsensymmetrische Figuren
dargestellt. Auf der linken Seite sind das die zwei Punkte A und B, die von der schwarzen
Geraden g den gleichen Abstand haben und deren blau gestrichelte Verbindungslinie auf
der Geraden g senkrecht steht. Die rechte Figur besteht aus zwei Vierecken ABC' D und
A',B',C’", D', die achsensymmetrisch zur schwarzen Geraden g liegen. Man kann sich
vorstellen, dass das Viereck A’B’C’'D’ durch Spiegelung an g aus dem Viereck ABC'D
entstanden ist. In achsensymmetrischen Figuren stimmen Punkte, die auf der Symmetrie-
achse liegen, mit ihren Spiegelpunkten iiberein, wie die Punkte A und A’ in der rechten
Figur.
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1.2 Kongruenz und Symmetrie

Ein charakteristisches Merkmal der Teile achsensymmetrischer Figuren ist ihre unter-
schiedliche Orientierung. Damit ist gemeint, dass sich der Umlaufsinn des einen Teils
vom anderen unterscheidet. Geht man im linken Viereck von A gegen den Uhrzeigersinn
nach B und dann nach C' und D, so muss man, wenn man im rechten Viereck das gleiche
tun will, mit dem Uhrzeigersinn von A’ nach B’ usw. laufen.

Symmetrieachsen einfacher Figuren

Beispiel 1.19. Mittelsenkrechte

Die Symmetrieachse s einer Strecke AB ist die Gerade, die senkrecht auf der Strecke steht
und durch ihren Mittelpunkt M verlauft. Sie wird Mittelsenkrechte genannt und mit
Zirkel und Lineal folgendermafien konstruiert. Um die Endpunkte A und B der Strecke
werden mit demselben Radius, der gréfer als die Hilfte der Strecke AB sein muss, Kreis-
bogen beschrieben. Diese schneiden sich in den Punkten S7 und Ss. Die Verbindungslinie
der beiden Punkte ist die Mittelsenkrechte.

Mittelsenkrechte

i 51

Ae —— ® B

_,:".__52

Abbildung 1.16: Mittelsenkrechte

Die Mittelpunkte aller Kreise, die durch die beiden Punkte A und B gehen, liegen auf
der Mittelsenkrechten. Die Konstruktion der Mittelsenkrechten liefert gleichzeitig auch
den Mittelpunkt M der Strecke AB, der der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten mit der
Strecke ist.

Beispiel 1.20. Winkelhalbierende

Die Symmetrieachse eines Winkels ist die Winkelhalbierende. Sie wird konstruiert,
indem man um den Scheitel S des Winkels Z(a,b) einen Kreisbogen mit beliebigem Ra-
dius zeichnet, der die Schenkel in den Punkten A und B schneidet. Man errichtet dann
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1 Elementare Geometrie

die Mittelsenkrechte der (gestrichelten) Strecke AB. Sie ist die Winkelhalbierende, 1duft
durch den Scheitelpunkt S und teilt den Winkel « in zwei gleichgrofte Stiicke .

Abbildung 1.17: Winkelhalbierende

Auf der Winkelhalbierenden liegen die Mittelpunkte aller Kreise, die die beiden Schen-
kel a und b beriithren. Aus der Konstruktion folgt auch, dass das Dreieck SAB gleich-
schenklig ist. Die Winkelhalbierende halbiert die Seite AB, sie ist die Symmetrieachse
des gleichschenkligen Dreiecks.

Beispiel 1.21. Mittelparallele

Die Symmetrieachse zweier paralleler Geraden g und ¢’ ist die Mittelparallele. Diese
wird konstruiert, indem man zunéchst in einem beliebigen Punkt P auf der Geraden g
die Senkrechte errichtet. Dazu beschreibt man um P einen Kreis mit beliebigem Radius,
der die Gerade ¢ in zwei Punkten A und B schneidet. Die (gestrichelte) Senkrechte in
P ist dann die Mittelsenkrechte der Strecke AB. Diese Mittelsenkrechte schneidet die
Gerade ¢’ im Punkt P’. Die gesuchte Mittelparallele ist dann die Mittelsenkrechte der
Strecke PP’.180
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Abbildung 1.18: Mittelparallele

1.2.3 Zentrale Symmetrie

Definition 1.22.

Geometrische Figuren, die in einer Ebene liegen und nach einer Drehung um 180° um
einen festen Punkt P auf sich selbst abgebildet werden, heiffen zentralsymmetrisch
bezogen auf P. Den Punkt P nennt man Symmetriezentrum. Die einfachste zentral-
symmetrische Figur sind zwei Punkte, die den gleichen Abstand zum Symmetriezentrum
haben und deren Verbindungsstrecke durch diesen Punkt hindurchgeht. Hat man meh-
rere solcher Punktepaare vorliegen, so bilden die Punktepaare eine zentralsymmetrische
Figur, deren eine Hélfte durch Drehung um das Symmetriezentrum entstanden sein kénn-
te. Die nachfolgende Abbildung illustriert diese Definitionen.
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Abbildung 1.19: Zentralsymmetrische Figuren

In der Grafik sind zwei durch die violette Linie getrennte zentralsymmetrische Figuren

dargestellt. Auf der linken Seite sind das die zwei Punkte A und B, die von dem schwar-
zen Punkt P den gleichen Abstand haben und deren blau gestrichelte Verbindungslinie
durch den Punkt P verlduft. Die rechte Figur besteht aus zwei Vierecken ABCD und
A',B',C’", D', die zentralsymmetrisch zum schwarzen Punkt P liegen. Man kann sich
vorstellen, dass das Viereck A’B’C'D’ durch Drehung um P aus dem Viereck ABC'D
entstanden ist. In zentralsymmetrischen Figuren stimmen Punkte, die in dem Symme-
triezentrum liegen, mit ihren Drehpunkten iiberein, wie die Punkte A und A’ in der
rechten Figur.
Zentralsymmetrische Figuren haben gleiche Orientierung: geht man im linken Viereck
von A mit den Uhrzeigersinn nach B und dann nach C und D, so muss man, wenn man
im rechten Viereck das gleiche tun will, ebenfalls mit dem Uhrzeigersinn von A’ nach B’
usw. laufen.

Beispiel 1.23. Zentrale Symmetrie

1. Bei einem Viereck liegt zentrale Symmetrie genau dann vor, wenn es sich um ein
Parallelogramm handelt. Das Symmetriezentrum ist der Schnittpunkt seiner Diago-
nalen. Als Sonderfélle des Parallelogramms sind auch Rechteck, Raute und Quadrat
punktsymmetrisch.

2. Jeder Kreis ist zentralsymmetrisch beziiglich seines Mittelpunkts.

3. Zwei Kreise mit gleichem Radius sind zueinander zentralsymmetrisch. Das Sym-
metriezentrum ist der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke zwischen den beiden
Kreismittelpunkten.

4. Mehrere Symmetriezentren kann es nur geben, wenn die Figur nicht beschrankt ist.
Das einfachste Beispiel ist die Gerade. Jeder Punkt der Geraden ist ein Symme-
triezentrum, d.h. eine Gerade hat sogar unendlich viele Symmetriezentren.
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5.

1.3 Streckung und Ahnlichkeit

Ein Dreieck ist niemals zentralsymmetrisch.

Aufgaben zu Abschnitt 1.2

1.

2.

Konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal die Mitte der Strecke AB.

Halbieren sie einen Winkel, indem Sie mit Zirkel und Lineal die Winkelhalbierende
konstruieren.

Errichten Sie mit Zirkel und Lineal die Senkrechte auf einer Geraden ¢ in einem

Punkt P der Geraden.

. Féllen Sie mit Zirkel und Lineal von einem Punkt P aufterhalb einer Geraden g das

Lot auf g.

Konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal zu einer Geraden g eine Parallele durch
einen nicht auf der Geraden g gelegenen Punkt P.

1.3 Streckung und Ahnlichkeit

1.3.1 Streckung

Definition 1.24.

Eine zentrische Streckung mit dem Streckfaktor k ist eine geometrische Abbildung,
die einen beliebigen Punkt P von einem festen Streckzentrumspunkt Z auf einen
Punkt P’ abbildet, wobei die drei Punkte Z, P, P" auf einer Geraden liegen und zudem
die Gleichung

ZP =k-ZP

erfiillt ist. Dabei ist k£ eine beliebige, von Null verschiedene Zahl. Die folgende Grafik
enthilt einige Beispiele von Streckungen.
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z P p
------------- [ L 4 @ - -
k=2
Z p' P
------------- o—o e ----—---——-----
k=0.5
--@ @ ®-------------
k=-1

Abbildung 1.20: Zentrische Streckung eines Punktes

e Ist k > 1, so ist die Strecke ZP’ groRer als ZP, es liegt eine Vergréfterung vor.
e Fiir 0 < k < 1 nennt man die Streckung eine Verkleinerung.
e Ist k negativ, so liegt das Streckzentrum Z zwischen P und P’

e Ist kK = —1, so nennt man die Streckung auch Punktspiegelung an Z. Die Punkt-
spiegelung entspricht einer Drehung von P um Z um 180°. Die beiden Punkte P
und P’ bilden dann eine zentralsymmetrische Figur mit Symmetriezentrum Z.

Satz 1.25. Zentrische Streckung

1. Wird eine Strecke AB zentrisch gestreckt, so ist die Bildstrecke A’B’ parallel zu AB
und es gilt
A'B' = k- AB.

2. Bei einer zentrischen Streckung bleiben Winkel zwischen zwei Geraden erhalten.
Wir zeigen diese wichtigen Eigenschaften anhand eines Dreiecks in der folgenden Grafik.

Beispiel 1.26. Zentrische Streckung eines Dreiecks
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1.3 Streckung und Ahnlichkeit

Abbildung 1.21: Streckung eines Dreiecks mit Faktor k = 3

1. Die Seiten des Dreiecks ABC sind parallel zu den Seiten des Dreiecks A’B’C’, d.h.
es gilt
alld,b|t, cld.

2. Die Seitenldngen erfiillen

A'B = 3.AB
A'C’ 3.-AC
B'C'" = 3.-BC

und damit folgt auch

A'B"  A'C" B'C
- = Y = — = 3,
AB AC BC

d.h. die Verhéltnisse der ungestreckten und gestreckten Seiten des Dreiecks sind
gleich dem Streckfaktor.

3. Die Winkel stimmen iiberein

8] = (0%
B =g
v = 7.

Dreiecke, die die Eigenschaften 2. und 3. haben nennt man dhnlich.
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1.3.2 Ahnlichkeit

Der Begriff Ahnlichkeit von geradlinig begrenzten geometrischen Figuren spielt in der
Elementargeometrie eine grofse Rolle. Da man eine solche Figur immer in Dreiecke zer-
legen kann, fithren wir hier nur die Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke auf. Diese Sitze bein-
halten als Spezialfall die Kongruenzsitze fiir Dreiecke, die wir im vorhergehenden
Abschnitt ausfiihrlich behandeln haben.

Definition 1.27. Ahnlichkeit von Dreiecken

Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn ihre Winkel iibereinstimmen und die einander ent-
sprechenden Seiten im gleichen Verhéltnis stehen. Bezeichnen a, b, ¢ die Seiten der ersten
und o', v, ¢ die Seiten des zweiten Dreiecks, so soll also gelten

b c

a —
ad v
Wir haben im letzten Beispiel gesehen, dass bei zentrlschen Streckungen dhnliche Dreie-

cke entstehen und das Ahnlichkeitsverhéltnis — dem Streckfaktor entspricht. Ahnliche

Dreiecks haben die gleiche Gestalt, sind aber in der Regel unterschiedlich grofs und haben
unterschiedliche Flacheninhalte.

Es stellt sich die Frage, ob man zur Feststellung von Ahnlichkeit zwischen zwei Dreie-
cken immer alle Winkel und alle Seitenverhéltnisse untersuchen muss. Der folgende Satz
besagt, dass das nicht notwendig ist.

Satz 1.28. Ahnlichkeitssdtze bei Dreiecken
Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie

1. im Verhéltnis der drei Seiten iibereinstimmen (SSS) oder

2. im Verhéltnis zweier Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel iiberein-

stimmen (SWS) oder

3. im Verhéltnis zweier Seiten und dem der gréferen Seite gegeniiber liegenden Winkel
iibereinstimmen (SsW) oder

4. in zwei Winkeln {ibereinstimmen (WW).
Beispiel 1.29. Ahnlichkeit spezieller Dreiecke
1. Alle gleichseitigen Dreiecke sind dhnlich (SSS).

2. Alle gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecke sind dhnlich (SWS).

3. Rechtwinklige Dreiecke sind dhnlich, wenn

a) sie in einem spitzen Winkel iibereinstimmen (WW) oder

b) die Verhéltnisse der jeweiligen Katheten gleich sind (SWS) oder
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1.3 Streckung und Ahnlichkeit

c) die Verhéltnisse der entsprechenden Katheten zu den Hypotenusen gleich sind
(SsW).

4. Gleichschenklige Dreiecke sind dhnlich, wenn

a) die Verhéltnisse Schenkel zur Basis gleich sind (SSS) oder

b) siein dem von den Schenkeln eingeschlossenen Winkel {ibereinstimmen (SWS).

1.3.3 Strahlensatze

Eine wichtige Anwendungsmoglichkeit der Ahnlichkeit von Dreiecken sind die Strah-
lensitze. Die Strahlensitze machen Aussagen iiber die Verhéltnisse von Strecken. Das
Verhéltnis von zwei Strecken kann durch ihre Langen ausgedriickt werden. Sind zwei
Strecken AB und C'D 2cm und 6 cm lang, so wird ihr Verhiltnis durch

AB:CD=2cm:6ecm=1:3

berechnet. Die Strahlensitze ergeben sich als Spezialfall der Ahnlichkeit, wenn ein Zwei-
strahl (das sind zwei Strahlen mit gleichem Scheitelpunkt und gleicher Richtung) von
zwei parallelen Geraden geschnitten wird. Schauen wir uns diese Situation in der nach-
folgenden Grafik an.

Abbildung 1.22: Strahlensétze

Die beiden schwarz gestrichelten Strahlen g und h haben den gemeinsamen Scheitel-
punkt Z. Die beiden Parallelen sind die schwarze Gerade p und die rote Gerade p’. Die
beiden Dreiecke ZAB und ZA’B’ sind dhnlich, da sie in allen Winkeln iibereinstimmen.
Also sind die Verhéltnisse der Seiten gleich, d.h. es gilt

ZA:ZA'=Z7ZB:ZB' = AB: A'B'.

Dieses Ergebnis wird in folgendem Satz zusammengefasst.
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Satz 1.30. Strahlensdtze

1. Strahlensatz: Werden die Strahlen eines Zweistrahls von Parallelen geschnitten, so
sind die Verhéltnisse der entsprechenden Strahlenabschnitte gleich. Mit den obigen

Bezeichnungen gilt
ZA:ZA =7ZB:ZB'.

Es gilt auch die Umkehrung des 1. Strahlensatzes : Sind die Verhéltnisse der
entsprechenden Strahlenabschnitte gleich, so sind die Geraden durch die Teilungs-
punkte der Strahlen parallel. Gilt mit den obigen Bezeichnungen die Beziehung

ZA:ZA' =ZB:ZB

zwischen den Abschnitten auf zwei Strahlen, so sind die Strecken AB und A’B’
parallel.

2. Strahlensatz: Werden die Strahlen eines Zweistrahls von Parallelen geschnitten,
so verhalten sich die Abschnitte auf den Parallelen wie die Abschnitte auf den
Strahlen. Mit den obigen Bezeichnungen gilt

AB:AB =7ZA:7ZA'=7B:ZB'.

Die Strahlensétze werden haufig im Vermessungswesen angewendet. Wir schauen uns
zwei Beispiele an. Als erstes wollen wir die Hohe eines Turms, den man nicht hochsteigen
kann, messen.

Beispiel 1.31. Hohenmessung eines Turmes
Die folgende Skizze zeigt die Aufgabenstellung.

E "
"’
t"
f"
”‘
”’
-
f"
;”‘ Hohe
L
o"
-
C ﬂ”‘
”
¢"Ab
s 0
A B d D

Abbildung 1.23: Héhenmessung eines rechteckigen Turms

Um die Hohe zu ermitteln wahlen wir uns einen Punkt A und zeichnen von A ausgehend
zwei Strahlen (in der Abbildung gestrichelt), die einmal durch den Fusspunkt D des
Turmes sowie durch den Dachpunkt E gehen. Gesucht ist die Lange der Strecke DE, die
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1.3 Streckung und Ahnlichkeit

in der Grafik mit ,Hohe” gekennzeichnet ist. Nun nehmen wir einen Stab der Lénge b
und stellen ihn so auf, dass das eine Ende den Strahl durch A und D im Punkt B und
das andere Ende den Strahl durch A und E im Punkt C beriihrt, und dass gleichzeitig
der Winkel a der gleiche ist wie der zwischen d und der Hdohe. Dann messen wir die
Absténde a zwischen den Punkten A und B und d zwischen B und D, die in der Grafik
rot gezeichnet sind. Damit haben wir alle Hilfsgrofen bestimmt, die zur Ermittlung der
Hoéhe notwendig sind. Da die beiden Strecken Hohe und b parallel sind, wenden den

zweiten Strahlensatz an und erhalten
Hoéhe : b= (a+4d): a,
d.h.

(a+d)

Hohe = b.

Wir rechen ein Zahlenbeispiel dazu. Seien
b=2m,a=4m,d=20m,

dann folgt:
(4 +20)

one 4

-1 =6m.

Im zweiten Beispiel berechnen wir die Breite eines Flusses.

Beispiel 1.32. Breitenmessung eines Flusses

Abbildung 1.24: Breitenmessung eines Flusses
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In der Grafik ist ein blauer Flussabschnitt eingezeichnet, dessen Breite (griine Strecke)
zwischen den Punkten A und B berechnet werden soll. Wir legen eine Gerade g durch die
Punkte A und B und markieren auf g einen Punkt C. In B errichten wir die Senkrechte
auf der Geraden g und markieren auf dieser Senkrechten einen Punkt D. Nun zeichnen
wir eine Gerade h durch A und D und konstruieren die Senkrechte im Punkt C auf der
Geraden g. Diese schneidet die Gerade h im Punkt E. Da die beiden Strecken BD und
CE parallel sind, haben wir durch diese Konstruktion eine Situation geschaffen, in der
wir den zweiten Strahlensatz anwenden konnen. Es gilt

BD:CE=AB: AC.

Die Strecke AC koénnen wir darstellen als

AC = AB + BC

und erhalten o L
BD  AB
CE AB+BC’
Diese Gleichung stellen wir nach der gesuchten Groke AB um. Zunéchst folgt

BD (AB + BC) = AB - CE

und daraus

BD-BC =AB-CE - BD - AB,

also o
ap = P8¢
CE - BD

Wir rechnen ein konkretes Zahlenbeispiel aus. Seinen BD = 10m, BC = 5m,CE =
15m, dann folgt
10-5

AB = =
15— 10

10m.

Das néchste Beispiel ist ein wichtiges Ergebnis der Dreiecks-Geometrie.

Beispiel 1.33. Seitenmittendreieck

In einem Dreieck ABC seien die Mittelpunkte der Seiten a,b,c, mit A,,, By, Cy, be-
zeichnet. Dann sind die Seiten des Dreiecks A,,, By, Cy, parallel zu denen im Dreieck
ABC.
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1.3 Streckung und Ahnlichkeit

Abbildung 1.25: Seitenmittendreieck A, B:nCi

Es gilt also

am [[a, b [0, em [l

was direkt aus der Umkehrung des ersten Strahlensatzes folgt, da die Verhéltnisse

AB,,: AC = 1:2=AC,,: AB
BC,,: BA = 1:2=DBA,,: BC
CB,,:CA = 1:2=CA,,:CB,

also jeweils konstant sind.

Aufgaben zu Abschnitt 1.3

1.

Teilen Sie mit Zirkel und Lineal eine gegebene Strecke AB in sechs gleich grofe
Teile.

Konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal das Dreieck mit den gegebenen Seiten a =
3em,b=4cem,c=5em (SSS).

Konstruieren Sie das Dreieck mit den gegebenen Seiten a = 5¢m,c = 8cm und
dem gegebenen Winkel v = 80° (SsW).

Konstruieren Sie das Dreieck mit ¢ = 7ecm, o = 30° und 5 = 60°.

In einem Trapez ABCD mit den parallelen Seiten AB und C'D sei S der Schnitt-
punkt der Diagonalen AD und BC. Gegeben sind AB = 5,CD = 7, BC = 12.
Berechnen Sie die Strecke SC.

Zu drei gegebenen Strecken a,b,c ist die Strecke x so mit Zirkel und Lineal zu
konstruieren, dass a : b = ¢ : x erfiillt ist.

Teilen Sie eine Strecke von 12 em zeichnerisch im Verhaltnis 4 : 5.
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8. Die Steigung eines Schienenstranges ist auf einer Lange von 1450m mit 1 : 50
angegeben. Um wie viel Meter hoher liegt der Endpunkt der Strecke gegeniiber
dem Anfangspunkt?

9. Welche Hohe hat ein Turm, dessen Schatten 4 m lang ist, wenn ein senkrecht da-
neben aufgestellter Stab der Hohe 1,5 m einen Schatten von 80 cm wirft?

1.4 Dreiecksgeometrie

In diesem Abschnitt leiten wir eine Reihe von geometrischen Eigenschaften fiir Dreiecke
her und starten mit einer Definition der verschiedenen Formen von Dreiecken.

1.4.1 Dreiecksformen

Definition 1.34. Dreieck

Durch drei voneinander verschiedene Punkte A, B, C' der Ebene, die nicht alle auf einer
Geraden liegen, lassen sich genau drei Strecken legen, die jeweils zwei Punkte verbinden.
Die so geschlossene Figur in der Ebene nennen wir das Dreieck ABC. Fiir die Seiten
a, b, c des Dreiecks wird festgelegt:

a = BC
b = AC
c = AB.

Die Winkel des Dreiecks werden folgendermafien definiert:

a = Z(eb)
B = Z (av C)
v = Z(bya).

Abbildung 1.26: Dreieck
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e Im spitzwinkeligen Dreieck sind alle Winkel spitz.

e Im rechtwinkligen Dreieck ist einer der Winkel genau 90°. Die dem rechten Win-
kel gegeniiberliegende Seite wird Hypotenuse, die beiden anderen Seiten werden
Katheten genannt.

e Im stumpfwinkligen Dreieck ist ein Winkel grofer als 90°.

e Ein Dreieck heifst gleichschenklig, wenn zwei Seiten, die sogenannten Schenkel,
gleich lang sind. Die dritte Seite wird Basis genannt.

e Im gleichseitigen Dreieck sind alle drei Seiten gleich lang und alle Winkel 60°.

Hypotenuse
Kathete Schenkel
. Basis

spitzwinklig rechtwinklig stumpfwinklig gleichschenklig

Abbildung 1.27: Formen der Dreiecke

Satz 1.35. Dreiecksungleichung

In einem beliebigen Eckpunkt eines Dreiecks kann man ldings der Seiten des Dreiecks zu
einem anderen Eckpunkt gelangen und zwar entlang der verbindenden Seite oder entlang
der beiden anderen Seiten. Da die Strecke die kiirzeste Verbindung zweier Punkte ist,
gelten folgende Ungleichungen:

c < a+b
b < a+c¢
a < b+e

Das heifst:
In einem Dreteck ist die Summe zweter Seiten stets gréfier als die dritte Seite.

Wenn wir uns die beiden letzten Ungleichungen hernehmen, so folgt durch Subtraktion
von a bzw. b

b—a < c

a—b < ¢
und damit

la—b < ¢

d.h. die Differenz der beiden Seiten a und b ist kleiner als die Seite c. Da diese Aussage
gleichermafen fir alle Seiten gilt, erhalten wir:

In einem Dreieck ist die Differenz zweier Seiten stets kleiner als die dritte
Seite.
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1.4.2 Transversalen und deren Schnittpunkte

Unter einer Transversalen versteht man allgemein eine beliebige Gerade, die das Dreieck
schneidet. Im engeren Sinne versteht man darunter die Mittelsenkrechten, die Héhen,
die Seitenhalbierenden und die Winkelhalbierenden in einem Dreieck.

Mittelsenkrechten im Dreieck

Da ein Dreieck aus drei Seiten aufgebaut ist, kann man auf jeder Seite die Mittelsenkrech-
te errichten. Alle Punkte auf der Mittelsenkrechten der Seite ¢ sind von den Endpunkten
A und B gleichweit entfernt. Das gleiche gilt fiir die Seite b: Alle Punkte auf der Mit-
telsenkrechten der Seite b sind von den Punkten A und C' gleichweit entfernt. D. h. der
Schnittpunkt M der beiden Mittelsenkrechten ist von allen drei Eckpunkten A, B, C des
Dreiecks gleichweit entfernt. Daraus leitet sich folgende Aussage ab.

Satz 1.36. Mittelsenkrechten im Dreieck
Die drei Mittelsenkrechten der Seiten in einem Dreieck schneiden sich in einem Punkt
M. Der Punkt M ist der Mittelpunkt des Umkreises mit dem Radius

r=MA=MB=MC.

Bei spitzwinkligen Dreiecken liegt der Mittelpunkt M innerhalb des Dreiecks,

1
spitzwinklig 1

Abbildung 1.28: Mittelsenkrechten im spitzwinkligen Dreieck

bei stumpfwinkligen Dreiecken auferhalb des Dreiecks
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stumpfwinklig

Abbildung 1.29: Mittelsenkrechten im stumpfwinkligen Dreieck

und bei rechtwinkligen Dreiecken auf der Hypotenuse.
Den letzten Sachverhalt nennt man auch Satz des Thales. Dieser Satz wird oftmals

folgendermafen formuliert: , Jedem rechtwinkligem Dreieck kann ein Kreis umschrieben
werden, dessen Mittelpunkt der Mittelpunkt der Hypotenuse ist”.

Abbildung 1.30: Mittelsenkrechten im rechtwinkligen Dreieck

In der Grafik kann man den Punkt C beliebig auf der roten Kreislinie wihlen, das dann
jeweils neu entstehende Dreieck ist wieder rechtwinklig mit dem rechten Winkel ZACB.
Aufgrund dieser Eigenschaft wird der Satz des Thales oftmals auch kurz als ,,Jeder Winkel
wm Halbkreis ist ein rechter” wiedergegeben.

Beispiel 1.37. Mittelsenkrechten im gleichschenkligen und gleichseitigen Drei-
eck

Wir konstruieren die Mittelsenkrechten und Umkreise in folgenden Dreiecken:

1. Gleichschenklig: a = b = 3 ¢em, v = 90°

37



1 Elementare Geometrie

Abbildung 1.31: Mittelsenkrechten im gleichschenkligen Dreieck

Die rot gestrichelten Mittelsenkrechten des blauen Dreiecks ABC' schneiden sich
im Punkt M, der Mittelpunkt des roten Umbkreises ist. Da das Dreieck nicht nur
gleichschenklig sondern auch rechtwinklig ist, ist der Schnittpunkt M der Mit-
telsenkrechten gleichzeitig der Mittelpunkt der Hypotenuse. Die Mittelsenkrechte
durch die Basis ¢ ist die (einzige) Symmetrieachse des gleichschenkligen Dreiecks.

2. Gleichseitig:

Abbildung 1.32: Mittelsenkrechten im gleichseitigen Dreieck

Die rot gestrichelten Mittelsenkrechten des blauen Dreiecks ABC' schneiden sich
im Punkt M, der Mittelpunkt des roten Umkreises ist. Alle drei Mittelsenkrechten
sind auch Symmetrieachsen des gleichseitigen Dreiecks.
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Hoéhen im Dreieck

Definition 1.38.

Beschreibt man ein Seitenmittendreieck A,,B,,C,, in ein bestehendes Dreieck ABC, so
sind nach Beispiel 1.33 die Seiten des Seitenmittendreiecks parallel zu den Seiten des
Dreiecks ABC'. Die Mittelsenkrechten des Dreiecks ABC' stehen also auch senkrecht auf
den Seiten des Seitenmittendreiecks und verlaufen durch die Endpunkte A, Bm, Cm,
sie sind die Hohen des Seitenmittendreiecks. Die nachfolgende Abbildung verdeutlich
diesen Sachverhalt.

Abbildung 1.33: Héhen im Seitenmittendreieck

Die gestrichelten blauen Linien sind also die Mittelsenkrechten des Dreiecks ABC und
gleichzeitig die Hohen im Dreieck Ay, By Cm.

Wir erhalten folgendes Resultat.

Satz 1.39. Hohen im Dreieck

Steht eine Gerade auf einer Dreiecksseite oder deren Verlingerung senkrecht und geht
durch den der Seite gegeniiberliegenden Eckpunkt, so nennt man die Gerade Hohe. Da
es drei Seiten in einem Dreieck gibt, gibt es auch drei Héhen, die man tiblicherweise mit
ha, hy, he bezeichnet. Und da die Héhen eines Dreiecks gleichzeitig die Mittelsenkrech-
ten desjenigen Dreiecks sind, das entsteht, wenn man durch die Eckpunkte des Dreiecks
jeweils die Parallelen zu den gegeniiberliegenden Seiten zieht, gilt auch der Satz:

Die Hohen eines Dreiecks schneiden sich stets in einem Punkt.

Beispiel 1.40. Hohen im gleichschenkligen und gleichseitigen Dreieck

1. Gleichschenklig:
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PN C "
’ N M rechtwinklig

c B A

Abbildung 1.34: Héhen im gleichschenkligen Dreieck

Auch bei den Hohen ist es so, dass ihr Schnittpunkt innerhalb des Dreiecks liegt,
wenn alle Winkel spitz sind. Er liegt aufserhalb bei stumpfwinkligen Dreiecken und
fallt im rechtwinkligen Dreieck mit der der Hypotenuse gegeniiberliegenden Ecke
zZusamien.

2. Gleichseitig: Da bei gleichseitigen Dreiecken die Mittelsenkrechten durch die gegen-
iiberliegenden Ecken gehen, sind die Hohen und die Mittelsenkrechten identisch.

Seitenhalbierende im Dreieck

Definition 1.41.
Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks ABC verbinden die Seitenmitten A,,, By, Ci,
mit den jeweils gegeniiberliegenden Eckpunkten und werden mit s,, sp, s. bezeichnet.

Satz 1.42. Seitenhalbierende im Dreieck

Die drei Seitenhalbierenden schneiden sich in einem Punkt S, dem Schwerpunkt der
Dreiecksfliche. Stellt man sich vor, dass das Dreieck gleichmdflig mit Masse belegt ist,
so ist der Schwerpunkt die Stelle, an der man das Dreieck aufhdangen kann, so dass es
in der Waage bleibt. Der Schwerpunkt teilt jede Seitenhalbierende vom Eckpunkt aus im
Verhdltnis 2 : 1.

Abbildung 1.35: Seitenhalbierende im Dreieck
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In der Abbildung ist die schwarz gestrichelte Hilfsstrecke Ay, B, eingezeichnet. Diese
wird bendtigt, um das Teilungsverhdltnis von 2 : 1 zu zeigen. Zundchst gilt nach der
Umkehrung des ersten Strahlensatzes, dass aus

CA:CB,,=CB:CA,,=2:1

folgt, dass die Strecken A,,B,, und AB parallel sind und nach dem zweiten Strahlensatz
ebenfalls das Verhdltnis

AB:A,B,=2:1

haben. Dann folgt wieder mit dem ersten Strahlensatz, dass gilt

AS:SA,,=BS:SB,, =AB:A,B, =2:1

Das gleiche lisst sich analog auch fir die dritte Seitenhalbierende zeigen.

Beispiel 1.43. Seitenhalbierende im gleichschenkligen und gleichseitigen Drei-

eck

1. Gleichschenklig:

Abbildung 1.36: Seitenhalbierende im gleichschenkligen Dreieck

In einem gleichseitigen Dreieck stimmt die Seitenhalbierende der Basis ¢ mit der
Mittelsenkrechten iiberein. Die Mittelsenkrechte wiederum ist die Symmetrieachse
des Dreiecks und wir finden in diesem Beispiel etwas, was auch bei beliebigen
geometrischen Figuren gilt:

Der Schwerpunkt S liegt immer auf den Symmetrieachsen!

Gleichseitig: Da bei gleichseitigen Dreiecken die Mittelsenkrechten durch die gegen-
iiberliegenden Ecken gehen, sind die Seitenhalbierenden und die Mittelsenkrechten
identisch. Da in einem gleichseitigen Dreiecks alle drei Mittelsenkrechten Symme-
trieachsen sind, kann man die Aussage von 1. noch weiter préazisieren:

Schneiden sich die Symmetrieachsen einer beliebigen geometrischen F'i-
gur der Ebene in einem Punkt, so ist dieser Punkt der Schwerpunkt der
Figur.
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Winkelhalbierende im Dreieck

Definition 1.44.

Die Winkelhalbierenden w,, wg, w, halbieren die Winkel in einem Dreieck ABC. Der
Schnittpunkt M der Winkelhalbierenden w, und w; hat den gleichen Abstand sowohl
von den Seiten b und ¢ (wg) als auch von den Seiten ¢ und a (wg). Da er also auch von
den Seiten a und b den gleichen Abstand hat, muss er auch auf der Winkelhalbierenden
w,, liegen.

Das fiihrt zu folgender Aussage.

Satz 1.45. Winkelhalbierende im Dreieck

Die drei Winkelhalbierenden der Winkel in einem Dreieck schneiden sich in einem Punkt
M. Dieser ist der Mittelpunkt des Inkreises, der jede Dreiecksseite in einem Punkt be-
rithrt. Diese drei Berihrpunkte bilden das Dreieck A;, B;, C;. Seine Ecken sind die Fufs-
punkte der von M aus gefdllten Lote auf die Seiten des Dreiecks ABC'. Die nachfolgende
Grafik erldutert diese Zusammenhdnge.

Abbildung 1.37: Winkelhalbierende im Dreieck

Die rot gestrichelten Winkelhalbierenden schneiden sich im Punkt M. Von M wer-
den jeweils die Lote auf die Seiten des Dreiecks gefillt und man erhdlt die Lotfuflpunkte
A;, B;, C;, die das schwarze Beriihrdreieck bilden. Der rote Inkreis hat dann den Mittel-
punkt M und den Radius

Beispiel 1.46. Winkelhalbierende im gleichschenkligen und gleichseitigem Drei-
eck

1. Gleichschenklig:
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Abbildung 1.38: Winkelhalbierende im gleichseitigen Dreieck

In einem gleichschenkligen Dreieck stimmt die Winkelhalbierende des der Basis ¢
gegeniiber liegenden Winkels mit der Mittelsenkrechten der Basis iiberein.

2. Gleichseitig: Da bei gleichseitigen Dreiecken die drei Mittelsenkrechten die Symme-
trieachsen sind, sind diese auch die Winkelhalbierenden. Wir kénnen also feststellen:
Bei gleichseitigen Dreiecken sind die Mittelsenkrechten, Hohen, Seiten-
halbierenden und Winkelhalbierenden identisch.

Wir zeigen an einem weiteren Beispiel, wie man durch geometrisches Argumentieren neue
Einsichten gewinnen kann.

Beispiel 1.47. Teilungsverhiltnis Winkelhalbierende

Wir fragen uns, wie gro® in einem Dreieck ABC das Teilungsverhiltnis der Strecken AC;
und C;B ist, wenn der Punkt C; der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden von vy und
der Dreiecksseite c ist. Die folgende Skizze illustriert die Aufgabenstellung.

I
il

Abbildung 1.39: Seitenverhéltnis bei Teilung durch Winkelhalbierende
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Zur Berechnung konstruieren wir das Dreieck BC'D, indem wir die rot gestrichelte
Winkelhalbierende parallel verschieben, sodass der Eckpunkt B auf der Parallelen legt.
Dann verldngern wir die Seite b und nennen den Schnittpunkt dieser Verldngerung mit
der Parallelen D. In der Skizze ist abzulesen, dass die eingezeichneten Winkel £ (DBC)
und Z(CDB), die Wechsel- bzw. Stufenwinkel sind, beide gleich /2 sind. D.h. das
Dreieck BCD ist gleichschenklig, damit ist die Seite CD ebenfalls gleich a. Mit dem
ersten Strahlensatz folgt dann

AC;: C;B=b:a,

d.h. in einem Dreieck teilen die Winkelhalbierenden die gegeniiberliegenden
Seiten im Verhdltnis der anliegenden Seiten.

1.4.3 Flachenberechnung von Dreiecken

Um die Fléche in einem Dreieck zu ermitteln schauen wir uns zunéchst an, wie die Flachen
in einem Quadrat, Rechteck und Parallelogramm berechnet werden.

Satz 1.48. Fldacheninhalte einfacher Figuren

e Quadrat: Ein Quadrat mit der Seitenldnge a ldsst sich durch Einheitsquadrate
geeigneter Léange voll auslegen. Dabei entstehen a Streifen mit je a Einheitsqua-
draten, insgesamt also a - a = a® Einheitsquadrate. D.h. der Flicheninhalt F eines
Quadrats mit der Seitenldange a ist

F=d%

e Rechteck: Mit ganz dhnlichen Argumenten folgt, dass der Flacheninhalt F' eines
Rechtecks mit den Seiten a und b gleich
F=a-b
ist.

e Parallelogramm: Ein Parallelogramm lésst sich mit folgender Konstruktion in ein
flachengleiches Rechteck verwandeln:
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Abbildung 1.40: Fliacheninhalt Parallelogramm

Aus dem Parallelogramm ABCD, das aus den beiden Parallelenpaaren a und b
besteht, wird das rechtwinklige Dreieck AA’D an der einen Seite abgetrennt und an
der anderen Seite als Dreieck BB'C angefiigt, so dass ein flichengleiches Rechteck
A'B'CD entsteht. Dieses hat nach 2. den Flicheninhalt A’B’-h,, wobei h, die Hohe
der Seite a bezeichnet. Da die Strecke A’B’ gleich a = AB = DC ist, gilt also: der
Flacheninhalt eines Parallelogramms ist gleich dem Produkt aus einer Seite und
der zugehorigen Hohe, d.h.
F=a-hy,=0-hy

e Dreieck: Aus jedem Dreieck kann man ein Parallelogramm mit dem doppelten
Flacheninhalt generieren, was folgende Abbildung verdeutlicht.

A B

Abbildung 1.41: Flacheninhalt Dreieck

Da Seiten des gestrichelten Dreiecks BA'C mit denen des urspriinglichen Dreiecks
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iibereinstimmen, sind die Dreiecke kongruent, also flichengleich. Beide Dreiecke bil-
den gemeinsam ein Parallelogramm mit dem Parallelenpaaren ¢ und b und der Héhe
he, die auch gleichzeitig eine Hohe im Dreieck ABC ist. D.h. fiir den Flacheninhalt

eines Dreiecks gilt
1 1 1
F:§c~hcz§a-ha:§a~hb, (12)

wobei hg, hy, he die Hohen im Dreieck bezeichnen.

Heronsche Formel

Zur Ermittlung der Fliache eines Dreiecks wire es eigentlich naheliegend zu versuchen,
die Fliache aus den drei Seiten zu berechnen. Eine solche Formel existiert tatséchlich, sie
ist allerdings etwas unhandlich, so dass sie nur selten eingesetzt wird.

Satz 1.49. Formel von Heron
Eine weitere Méglichkeit den Fldcheninhalt eines Dreiecks zu berechnen bietet folgende
Formel:

F=+/s(s—a)(s—0)(s—c),

wobei
a+b+c U
S=——— = —
2 2

ist und U den Umfang des Dreiecks bezeichnet.

Beispiel 1.50. Formel von Heron

Wir stellen die Formel von Heron so um, dass wir die dritte Seite eines Dreiecks berechnen
kénnen, wenn wir die beiden anderen Seiten und den Flacheninhalt des Dreiecks kennen.
Zunéchst setzen wir fiir s die halben Summen der Seiten ein und erhalten:

P at+b+c—a+b+c a—b+ec a+b—c
N 2 2 2 2 '

Nun quadrieren wir die Gleichung und es ergibt sich

16F?=(a+b+c)(—a+b+c)la—b+c)(a+b—c).
Auf der rechten Seite sortieren wir die Klammern um
16F2 = (a+b) +¢) (a+b) — ) (¢ + (b—a)) (c — (b— a).

Nun wenden wir die binomischen Formeln auf die beiden ersten und beiden letzten Fak-
toren an und erhalten

16F2 = ((a +0)? — c2> (02 —(b— a)z) .
Die inneren Klammern werden ausgerechnet

16F2% = (a2+b2+2ab—c2) (62—b2—a2+2ab).
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Umsortieren ergibt
16F2 = (2ab + (a® + b* — %)) (2ab — (a* +b* — ¢?)). (1.3)
Erneute Anwendung der binomischen Formel liefert schliefslich
16F2 = 4a%0® — (a® + > — 2)°

Aus dieser Gleichung lésst sich die dritte Seite berechnen, wenn die Fléache und die beiden
anderen Seiten bekannt sind. Als Zahlenbeispiel seien folgende Grofen vorgegeben:

a=3cem,c=5cm, F =6cm?

und gesucht ist die Seite b. Wir setzen die Zahlen in die Formel (1.3) ein und erhalten

16- 62 = 4-3%% — (3% + 1% — 5%)°
Wir rechnen die linke und rechte Seite aus als Zwischenergebnis

576 = 36b% — (=16 + b%)°.

Weitere Klammerauflosung fithrt zu

576 = 366% — (256 — 32b% + b*) .
Diese Gleichung wird umsortiert und umgestellt

b* — 68b* + 832 = 0.

Wir erhalten eine biquadratische Gleichung, die wir durch die Ersetzung 2 = b? zu einer
quadratischen machen:
2? — 6827 4+ 832 =0

und diese mit der p-g-Formel 16sen:

x1 = 34+1/342-832=34+18 =52

9 = 34—18=16.
Um b zu ermitteln missen wir aus /o die Wurzel ziehen und erhalten als Losungen

by = V52=4+13
by = V16 =4.

D.h. es gibt zwei Dreiecke, die die zwei Seiten a = 3cm,c = 5cm und die Flache F =
6 cm? aufweisen.
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1.4.4 Das rechtwinklige Dreieck
Lehrsatz des Pythagoras

Der Lehrsatz des Pythagoras zéhlt wegen seiner groffen Bedeutung fiir Berechnungen
und Beweisfithrungen zu den bekanntesten Sétzen der Elementargeometrie.

Satz 1.51. Pythagoras
Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iber der Hypotenuse gleich der Summe der
Quadrate iber den Katheten. Sind a und b die Katheten und ¢ die Hypotenuse, so gilt:

a4+ b =2
Die Giiltigkeit dieses Satzes zeigen wir mithilfe der folgenden Abbildung.

a b

Abbildung 1.42: Satz des Pythagoras

Aus der Grafik kann man ablesen, dass die gesamte blau umrandete Quadratfliche
(a+b)?

sich zusammensetzt aus der roten Quadratfliche ¢® und den vier blauen Dreiecksflichen,

die sich zu
a7b

2
addieren, da die Kathete b gleich der Héhe hg ist. Wir haben also folgende Gleichung

4
b
(a+b)? :c2+4-% = % + 2ab.
Ausmultiplizieren der linken Seite ergibt

a® + 2ab + b? = 2 + 2ab,
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woraus die Behauptung
a2 +b?=¢2

folgt.

Beispiel 1.52. Flicheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks

Da in einem rechtwinkligen Dreieck die Katheten senkrecht aufeinander stehen, ist eine
Kathete die Hohe auf der jeweils anderen. Also kann man den Flacheninhalt F eines
rechtwinkligen Dreiecks berechnen, wenn die beiden Katheten k7 und ko bekannt sind.
Es folgt dann

1
F=Ckik. (1.4)

Ein Zahlenbeispiel dazu: sind a = 5cm und b = 3 cm die Katheten eines rechtwinkligen
Dreiecks, so ergibt sich der Fldcheninhalt zu:

1
F = §5cm-36m: 7.5cem?.

Katheten- und Hohensatz

Weitere wichtige Aussagen iiber rechtwinklige Dreiecke werden durch den Kathetensatz
des Euklid und den H6hensatz geliefert.

Satz 1.53. Kathetensatz, Héhensatz
Beide Sdtze werden durch folgende Abbildung illustriert.

Abbildung 1.43: Kathetensatz, Hohensatz

In dem rechtwinkligen Dreieck ABC' teilt die gestrichelte Héhe h die Hypotenuse c in
die Abschnitte p = HB und ¢ = AH.

1. Kathetensatz: Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat {iber einer Kathete
flachengleich dem Rechteck aus der Hypotenuse und dem der Kathete anliegenden
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Hypotenusenabschnitt:

a2 = p-c

¥ o= q-c

2. Hohensatz: Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber der Hohe auf die
Hypotenuse flachengleich dem Rechteck aus den Hypotenusenabschnitten:

h?=p-q.

Beide Aussagen folgen aus der Tatsache, dass in der obigen Grafik die Dreiecke ABC, AHC
und C'HB &dhnlich sind, da sie die gleichen Winkel haben. Damit sind auch die Seiten-
verhéltnisse gleich. Es gilt

a:c=p:a=a’=p-c
und

bic=q:b=>b=q-c
sowie

p:h=h:q=h>=p-q.
Viele Aufgaben zur Bestimmung von Gréfsen in geometrischen Figuren lassen sich da-
durch 16sen, dass Hilfskonstruktionen angelegt werden, in denen rechtwinklige Dreiecke

vorkommen, deren Seitenlingen man mit den gerade hergeleiteten Sétzen ausrechnen
kann. Wir schauen uns zwei Beispiele dazu an.

Beispiel 1.54. Abstand Mittelpunkt - Sehne

In einem Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r sei eine Sehne mit der Lénge
s eingezeichnet. Welchen Abstand hat die Sehne vom Mittelpunkt M? Wir verdeutlichen
die Aufgabenstellung anhand einer Abbildung.

Abbildung 1.44: Abstand Mittelpunkt M zur Sehne s
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Gesucht ist die Lénge der roten Strecke x. Zunichst verbinden wir die Endpunkte
A und B der Sehne s jeweils mit dem Mittelpunkt M des roten Kreises und erhalten
das gleichschenklige (zwei Seiten sind gleich dem Radius 7) Dreieck ABM. Dann fiillen
wir das Lot vom Punkt M auf die Sehne s (blaue gestrichelte Gerade) und erhalten als
Lotfufspunkt den Punkt S. Da in einem gleichschenkligen Dreieck die Mittelsenkrechte
und die Seitenhalbierende iibereinstimmen, teilt der Punkt S die Sehne genau in der
Mitte. Das Dreieck ASM ist ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse r und einer
Kathete s/2, d.h. die Lange der gesuchten zweiten (roten) Kathete x kann mit dem Satz
des Pythagoras berechnet werden:

2
3:24-(;) == =1/r2— 2.
Beispiel 1.55. Hohe im gleichseitigen Dreieck
Um die Hohe zu berechnen, benutzen wir die Eigenschaft, dass in einem gleichseitigen
Dreieck die Hohe mit der Seitenhalbierenden und der Mittelsenkrechten zusammenfallt.

Abbildung 1.45: Héhe im gleichseitigen Dreieck

Der Abbildung entnehmen wir, dass die Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck ASC
gleich a und die Kathete AS gleich ¢/2 ist. Die Hohe h kann mit dem Satz des Pythagoras
berechnet werden:

2
2 2)2:2 @[3 ,_a
h+<2 a“=h a 1 4a 2\/5.

Fiir die Flache A eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlénge a folgt daraus

1 1,
A—ia‘h—za \/g
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Aufgaben zum Abschnitt 1.4

52

1. Gegeben sei das Dreieck ABC' mit den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln «, 5, ~. Ein-

beschrieben in ABC' sind der Inkreis mit Mittelpunkt M und das Beriihrdreieck

Abbildung 1.46: Abschnitt 1.4, Aufgabe 1

a) Berechnen Sie die Lange der Strecken AB;, B;C, AC;, C;B,CA;, A;B aus den
Seitenléngen a, b, c.

b) Berechnen Sie die Winkel o, 5,4 aus den Winkeln «, 3,y

. Zeigen Sie zeichnerisch, dass der Umkreismittelpunkt, der Schwerpunkt und der

Hohenschnittpunkt eines Dreiecks auf einer Geraden liegen.

. Verbindet man den Mittelpunkt M des Inkreises eines Dreiecks mit den Eckpunkten

A, B,C und den Seiten a,b, ¢, so entstehen drei Dreiecke, die den Inkreisradius r
als Hohe haben.

a) Zeigen Sie, dass sich daraus die Dreiecksflache F' durch

F:%(a—i—b—i—c)

berechnen lésst.

b) Wie grofs ist der Inkreisradius eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn die Kathe-
ten a = 8c¢m und b = 6 ¢cm gegeben sind?

. Wie kann man eine Strecke der Lange \/ﬁ, \/g, /5 mit Zirkel und Lineal konstruie-

ren?

. Berechnen Sie den Flacheninhalt eines Dreiecks mit den Seiten ¢ = 3c¢m,b =

4em,c=5cm

a) mit der Formel (1.4)

b) mit der Formel von Heron
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6. Von einem Dreieck sind die Seiten a = 5cm,b = 3em und der Flacheninhalt
F = 6 cm? gegeben. Berechnen Sie die Seite c.

7. Von einem Dreieck sind die Kathete a = 3¢m und die Hypotenuse ¢ = 6¢cm
gegeben. Berechnen Sie den Flicheninhalt F'.

8. Verwandeln Sie zeichnerisch ein Rechteck mit den Seiten @ und b in ein flachenglei-
ches Quadrat.

9. Wie grof ist

a) die Kathete a eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn die Kathete b = 7,8 cm und
die Hypotenuse ¢ = 9,8 ¢m lang sind?

b) die Hypotenuse ¢ eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn die beiden Katheten
a="T7,3cm und b= 2,1 cm lang sind?

10. Ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit den Schenkeln a soll die gleiche Fl&-
che haben wie ein gleichseitiges mit der Seite b. Driicken Sie b durch a aus.

11. Ein rechtwinkliges Dreieck mit der Héohe A = 3¢m hat den Flacheninhalt F' =
12 em?. Berechnen Sie die Seiten a, b, c.

12. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks bilden das Verhéltnis a : b = 3 : 4. Wie
grofs sind a, b und der Flacheninhalt F'; wenn die Hypotenuse ¢ = 8 cm ist.

13. In einem rechtwinkligen Dreieck sind die Hypotenusenabschnitte p = 5¢m und
q = 3 cm grok. Berechnen Sie die Katheten a,b und den Flacheninhalt F'.

14. In einem rechtwinkligen Dreieck sind die Hohe A = 5 ¢m und der Hypotenusenab-
schnitt ¢ = 3 ¢m gegeben. Berechnen Sie die Seiten a, b, ¢ und den Flacheninhalt
F.

1.5 Kreise

1.5.1 Definition und Begrifflichkeiten

Definition 1.56.

Der Kreis ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, die von einem festen Punkt,
dem Kreismittelpunkt M, einen konstanten Abstand haben. Jede Strecke vom Kreis-
mittelpunkt zu einem Punkt auf der Kreislinie heifst Radius. Jede Gerade durch zwei
Punkte auf der Kreislinie nennt man Sekante, den auf ihr gelegenen Abschnitt, der
nur Punkte des Kreisinneren enthélt, Sehne. Die groften Sehnen sind die, die durch
den Kreismittelpunkt M gehen, sie heilen Kreisdurchmesser. Geraden, die den Kreis
in nur einem Punkt beriihren, sind die Tangenten. Winkel, deren Scheitelpunkt ein
Punkt auf der Kreislinie ist und deren Schenkel Sekanten sind, werden als Peripherie-
winkel bezeichnet. Winkel, deren Scheitelpunkt der Kreismittelpunkt M ist, nennt man
Zentriwinkel. Der durch einen Zentriwinkel ausgeschnittene Teil der Kreislinie heifst
Kreisbogen. Die nachfolgende Grafik illustriert diese Begrifflichkeiten.
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Peripheriewinkel

" Sekante

Kreisbogen

Tangente

Abbildung 1.47: Bezeichnungen am Kreis

Beispiel 1.57. Abstand Mittelpunkt - Kreissehne
Wir berechnen, welchen Abstand der Mittelpunkt M eines Kreises mit dem Radius r =
5cm von einer Kreissehne mit der Lange s = 6 cm hat.

-
S

Abbildung 1.48: Abstand Mittelpunkt zur Sehne

Die Abbildung zeigt, dass das Dreieck ABM gleichschenklig ist, daher ist die schwarz
gestrichelte Mittelsenkrechte der Sehne gleich der Seitenhalbierenden. Das Dreieck AC' M
ist rechtwinklig mit der Hypotenuse

r=5cm

o4
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und der Kathete s
AC = = = 3cm.

2

Die gesuchte Strecke h ergibt sich mit dem Satz des Pythagoras (siehe Beispiel 1.54) zu
2
h = T’Q—Z:\/25—9:4.

1.5.2 Sitze iiber Winkel am Kreis
Peripheriewinkel
Es gibt eine wichtige Beziechung zwischen den Peripheriewinkel und dem Zentriwinkel.

Satz 1.58. Peripheriewinkelsatz

Jeder Peripheriewinkel ist halb so grof$ wie der zum gleichen Kreisbogen gehorige Zentri-
winkel.

Wir unterscheiden drei Fille:

1. Der Kreismittelpunkt liegt auf einem der Schenkel des Peripheriewinkels:

Abbildung 1.49: Peripheriewinkelsatz 1

In der Abbildung sind der Peripheriewinkel v mit dem Scheitelpunkt S iiber der
Sehne AB, der Zentriwinkel 8 mit dem Scheitelpunkt M sowie die beiden Hilfs-
winkel v und § eingezeichnet. Das Dreieck AM S ist gleichschenklig, da

AM =SM =r.
Dabher gilt, dass die beiden Basiswinkel gleich sind

a=r.
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Daraus folgt fiir den Winkel § einerseits
0+ 2 = 1807,

da die Winkelsumme im Dreieck AM S 180° betrégt. Andererseits kann man an der
Grafik ablesen, dass
0+ 6 =180°

ist. Aus beiden Gleichung ergibt sich:
B =2a.

2. Der Kreismittelpunkt liegt zwischen den Schenkeln des Peripheriewinkels:

Abbildung 1.50: Peripheriewinkelsatz 2

In der Abbildung ist ein violetter Durchmesser SD eingezeichnet. Dieser teilt den
Kreisbogen zwischen den Punkten A und B in zwei Teile. Fiir diese beiden Teile
liegt jeweils der Kreismittelpunkt M auf der violetten Sehne der Peripheriewinkel
a1 und ag . Wir haben also zweimal den Fall 1. vorliegen. Damit gilt

B = 20
B2 = 2ag,

woraus wiederum
B =1+ P2 =2a1 + 202 =2 (g +x2) =2
folgt.
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3. Der Kreismittelpunkt liegt aufserhalb der Schenkel des Peripheriewinkels:

Abbildung 1.51: Peripheriewinkelsatz 3

Auch in diesem Fall fithren wir die Aufgabenstellung auf den Fall 1. zuriick. In der
Abbildung ist wieder der violette Durchmesser SD eingezeichnet. Der Peripherie-
winkel « ist jetzt die Differenz der Winkel

Ql — g,
das Gleiche gilt fiir den Zentriwinkel:
B = p1— Ba.

Beim Peripheriewinkel oy sind die Schenkel die Strecken SA sowie der Kreisdurch-
messer SD, d.h. der Kreismittelpunkt liegt auf einem der Schenkel und damit folgt
aus 1.

B1 = 2a;.

Beim Peripheriewinkel as sind die Schenkel die Strecken SB und wiederum der
Kreisdurchmesser SD. Also gilt auch hier

B2 = 2az
und insgesamt

Schlussfolgerung 1.59.
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1. Zu jedem Zentriwinkel gehort genau ein Kreisbogen und zu jedem Peripheriewin-
kel gehort genau ein Zentriwinkel. Zu jedem Bogen existieren aber beliebig viele
Peripheriewinkel, d.h.

Peripheriewinkel iiber dem gleichen Bogen auf derselben Seite der Sehne
sind gleich.

2. Aus dem Peripheriewinkelsatz folgt auch direkt der weiter oben schon gezeigte
Satz des Thales: Ist ndmlich die Sehne gleich dem Durchmesser des Kreises, so
ist der Zentriwinkel 180° und damit folgt, dass jeder Peripheriewinkel {iber dem
Durchmesser ein rechter Winkel ist.

Beispiel 1.60. Konstruktion eines Kreises aus Sehne und Peripheriewinkel
Wir konstruieren zu einer vorgegebenen Strecke s = 4 ¢m mit den Endpunkten A und B
den Kreis mit der Sehne s und dem Peripheriewinkel oo = 30°.

Abbildung 1.52: Konstruktion eines Kreises bei gegebener Sehne und gegebenem
Peripheriewinkel

Wir errichten zunéchst die schwarz gestrichelte Mittelsenkrechte der Strecke s, da der
Mittelpunkt des Kreises M auf der Mittelsenkrechten von s liegt. Wir wissen, dass das
Dreieck ABM gleichschenklig ist, da zwei Seiten vom Radius des Kreises gebildet werden.
Der Winkel ZAM B ist der Zentriwinkel und

2a = 60°
grof. Die beiden anderen Winkel sind jeweils
90° — a = 60°

grofs. Das Dreieck ABM ist also ein gleichseitiges Dreieck. Wir zeichnen um A einen
Kreis mit Radius
r=s=4cm.

Dieser schneidet die Mittelsenkrechte im Mittelpunkt M des gesuchten Kreises.
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Sehnentangentenwinkel

Definition 1.61.

Wandert der Scheitel eines Peripheriewinkels zwischen der Sehne A und B, bis er schliefs-
lich mit B zusammenfillt, so wird der eine Schenkel zur Tangente. Den Winkel zwischen
der Sehne AB und dieser Tangente nennt man Sehnentangentenwinkel. Die folgende
Abbildung illustriert diese Definition.

Abbildung 1.53: Sehnentangentenwinkel

Aus der Abbildung kann man mehrere wichtige Ergebnisse ableiten. Diese fassen wir in
einem Satz zusammen.

Satz 1.62. Sehnentangentenwinkelsatz, Winkel zwischen Radius und Tangente

1. Der rote Sehnentangentenwinkel o zwischen der Sehne AB und der Tangente ¢ ist
ebenso grof wie jeder Peripheriewinkel {iber der Sehne.

2. Fillt man vom Kreismittelpunkt M das Lot auf die Sehne AB so erhilt man mit
dem Lotfusspunkt C' das rechtwinklige Dreieck M C B mit dem halben Zentriwinkel
a. Der dritte Winkel 8 muss also die Gleichung

a—+ B =90°

erfiillen, damit die Winkelsumme im Dreieck 180° betrdgt. Da der Winkel a aber
auch als roter Sehnentangentenwinkel auftaucht, ist also der Winkel zwischen dem
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griin gestrichelten Radius r und der Tangente ¢ gleich
a+f=90°.

Wir erhalten das wichtige Ergebnis:

Der Radius steht senkrecht auf der Tangente.

Oder etwas anderes formuliert:

Die Senkrechte auf einem Radius in seinem auf der Kreislinie gelegenen
Endpunkt B ist die Tangente an den Kreis in diesem Punkt.

Mit dem Sehnentangentenwinkelsatz konnen weitere Eigenschaften von geometrischen
Figuren hergeleitet werden. Wir behandeln als Beispiel die Aufgabe, von einem Punkt
auferhalb eines Kreises die Tangenten an den Kreis zu zeichnen und die Symmetrieachse
der entstehenden Figur zu finden.

Beispiel 1.63. Tangenten an den Kreis

Liegt ein Punkt P aufserhalb eines Kreises mit Mittelpunkt M und Radius r, dann kann
man die beiden Tangenten, die vom Punkt P an den Kreis angelegt werden konnen, mit
Zirkel und Lineal konstruieren, wie folgende Abbildung zeigt.

Abbildung 1.54: Tangenten von einem Punkt an den Kreis

Gegeben sind der rote Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r sowie der Punkt P.
Zunéichst verbinden wir den Punkt P mit dem Mittelpunkt des Kreises (blau gestri-
chelt /gepunktet) und errichten auf der Verbindungslinie die schwarz gestrichelte Mittel-
senkrechte, die die Strecke PM im Punkt A schneidet. Um A beschreiben wir einen blau
gepunkteten Kreis mit dem Radius

AP =AM,
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der den roten Ausgangskreis in den Punkten B; und Bs schneidet. Die beiden von P
ausgehenden schwarzen Strahlen an den roten Kreis PB; und P—Bg> sind die gesuchten
Tangenten, da nach dem Satz des Thales (,,jeder Winkel tiber dem Durchmesser (des blau
gepunkteten Kreises) ist ein rechter”) diese Strahlen senkrecht auf den Radien r stehen.
Die gesuchte Symmetrieachse ergibt sich aus folgender Grafik, in der die Konstruktions-
elemente fiir die Tangenten weggelassen wurde.

Abbildung 1.55: Symmetrieachse der Figur

Die beiden violetten Winkel « sind die Sehnentangentenwinkel der blauen Sehne By Bs
und deshalb gleich. Auch die beiden blauen Winkel g sind gleich, da jeweils

a—+ 3 =90°

gilt. Das Dreieck PBj B ist gleichschenklig, da die beiden Basiswinkel o iibereinstimmen.
D.h. die Verbindungslinie durch P und M ist die Symmetrieachse der entstandenen Figur.

1.5.3 Sehnen und Sekantensatze

Weitere wichtige Anwendungen des Peripheriewinkelsatzes sind die Sehnen und Se-
kantensitze.

Satz 1.64. Sehnensatz, Sekantensatz, Sekantentangentensatz

1. Sehnensatz: Schneiden sich in einem Kreis zwei Sehnen, so ist das Produkt der
Abschnitte der einen Sehne gleich dem Produkt der Abschnitte der anderen Sehne.
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Abbildung 1.56: Sehnensatz

In der Abbildung sind die beiden Sehnen AB und CD blau eingezeichnet. Der
Schnittpunkt der beiden Sehnen ist S. Wir wollen zeigen, dass

AS-SB=DS-SC

ist. Die beiden griinen Winkel sind beide Peripheriewinkel iiber dem griinen Kreis-
bogen f, sie sind also gleich. Die beiden blauen Winkel sind ebenfalls Peripherie-
winkel iiber dem schwarzen Kreisbogen g und daher gleich. Das heifst, die Dreiecke
ASC und DBS haben zwei (und damit auch drei) Winkel gemeinsam, sie sind
ghnlich. Dann aber folgt fiir die Seitenverhéltnisse

AS:58C=DS:SB

und daraus
AS-SB=DS-SC.

. Sekantensatz: Schneiden sich zwei Sekanten aufserhalb des Kreises, so ist das Pro-

dukt der Abschnitte vom Schnittpunkt bis zu den Schnittpunkten von Kreis und
Sekante auf beiden Sekanten gleich.
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Abbildung 1.57: Sekantensatz

Die beiden Sekanten, die erste durch die Punkte A und B, die zweite durch die
Punkte C' und D scheiden sich im Punkt S. Wir zeigen, dass

SB-SA=SC-SD

ist. Die beiden griinen Winkel sind wieder gleichgrofte Peripheriewinkel zum griinen
Kreisbogen f. Daher haben die Dreiecke AC'S und DSB je einen griinen und den
blauen Winkel o gemeinsam, sie sind also dhnlich und fiir die Seitenverh&ltnisse
folgt:

SB:SD=SC:SA,

woraus wiederum
SB-SA=SC-SD
folgt.

. Sekantentangentensatz: Schneidet eine Tangente eine Sekante auferhalb eines
Kreises, so ist das Quadrat des Tangentenabschnittes gleich dem Produkt der Se-
kantenabschnitte vom Schnittpunkt bis zu den Schnittpunkten von Kreis und Se-
kante.
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Abbildung 1.58: Sekantentangentensatz

In der Abbildung schneiden sich die Sekante durch A und B und die Tangente mit
dem Beriihrpunkt C' im Punkt S. Die Dreiecke ASC und BSC sind dhnlich, da sie
den Winkel 5 und auch den Winkel «, der einmal als Peripheriewinkel der Sehne
BC (o = Z(SAC)) und das andere Mal als Sehnentangentenwinkel (o« = £ (BCS))

erscheint, gemeinsam haben. Fiir die Seitenverhéltnisse gilt:
SC:SB=SA:SC,

woraus

folgt.
Beispiel 1.65. Aus dem Sehnensatz folgt der Hohensatz

Wir zeigen, dass der Hohensatz ein Sonderfall des Sehnensatzes ist, und benutzen dazu
folgende Abbildung.

64



1.5 Kreise

Abbildung 1.59: Aus dem Sehnensatz folgt der Hohensatz

In der Abbildung sind ein roter Kreis und die zwei Sehnen AB und C'D eingezeichnet,
die sich im Punkt H schneiden. Die Sehne AB ist ein Durchmesser des Kreises, deshalb
ist der Winkel ZAC B nach dem Satz von Thales ein rechter und das Dreieck ABC damit
rechtwinklig. Die Strecke h = C'H ist die Hohe auf AB und es gilt

CD = 2h.

Nach dem Sehnensatz gilt nun

A0 -HB=CH-HD,

d.h.
p-q=h?

was genau die Aussage des Hohensatzes ist.

1.5.4 Vierecke am Kreis

Ein Viereck, dessen Seiten Sehnen eines Kreises sind, heiftt Sehnenviereck. Ein Viereck,
dessen Seiten die Tangenten eines Kreises sind, nennt man Tangentenviereck. Es gelten
folgende Aussagen.

Satz 1.66. Sehnenviereck, Tangentenviereck

1. Sehnenviereck: Im Sehnenviereck ist die Summe zweier gegeniiberliegender Win-
kel stets 180°.
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Abbildung 1.60: Sehnenviereck

In der Abbildung sind das Sehnenviereck ABC' D und zwei gegeniiber liegende Win-
kel o und B eingezeichnet. Diese Winkel sind Peripheriewinkel iiber der Sehne BD,
allerdings auf unterschiedlichen Seiten der Sehne. Die beiden zugehorigen Zentri-
winkel sind jeweils doppelt so grof wie die Peripheriewinkel und ergeben zusammen
360°:

200+ 28 = 360° = a4+ B = 180°.

Da die Winkelsumme im Viereck insgesamt 360° betrdgt, ist auch die Summen
der beiden anderen gegeniiberliegenden Winkel (in der Grafik nicht eingezeichnet)
ebenfalls gleich 180°.

Es gilt auch die Umkehrung des Satzes: Nur diejenigen Vierecke, bei denen die
Summe der gegeniiberliegenden Winkel 180° betréigt, haben einen Umkreis.

. Tangentenviereck: Im Tangentenviereck ist die Summe zweier gegeniiberliegen-

der Seiten gleich der Summe der anderen Gegenseiten.
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Abbildung 1.61: Tangentenviereck
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In der Abbildung sind das Tangentenviereck ABC'D sowie die Beriihrpunkte E, F, G, H
der Tangenten an den Kreis eingezeichnet. Da nach Beispiel 1.63 die Langen der
Tangentenabschnitte von einem Punkt an den Kreis gleich lang sind, gilt:

AF
FB
CH
HD

und damit auch

AF+FB+CH+ HD = AE + ED + BG + GC.

AE

Wie fassen die Seitenabschnitte zusammen und erhalten das gewiinschte Resultat:

AB+CD = AD + BC.

Auch hier gilt die Umkehrung: Nur diejenigen Vierecke, bei denen die jeweiligen
Summen zweier gegeniiberliegender Seiten gleich sind, haben einen Inkreis. [J

Beispiel 1.67. In- und Umkreise
Nach dem letzten Satz folgt, dass

e ein Quadrat einen In- und Umkreis hat,

e cin Rechteck einen Umkreis, aber keinen Inkreis hat

e und ein allgemeines Parallelogramm weder einen Inkreis noch einen Umkreis hat.

Neben dem Quadrat haben auch alle anderen regelméfsigen n-Ecke sowohl einen In-

als auch einen Umkreis.
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1.5.5 n-Ecke

Definition 1.68.

Ein n-Eck ist eine geschlossene ebene Figur mit n gradlinigen, sich nicht schneidenden
Begrenzungsstrecken, die sich in n Eckpunkten treffen. Die Verbindungsstrecken benach-
barter Ecken heifien Seiten, die nicht benachbarter Ecken Diagonalen des n-Ecks. Wir
verlangen, dass alle Diagonalen ganz im Inneren der Figur verlaufen, d.h. keiner der
Winkel zwischen zwei Seiten ist grofier als 180°.

Satz 1.69. Anzahl Diagonalen, Winkelsumme im n-Eck

In einem n-Eck ist die Anzahl der Seiten stets gleich der Anzahl der Ecken. Da sich von
allen n Ecken zu allen nicht benachbarten Ecken (das sind n — 3) Diagonalen ziehen
lassen, gibt es zundchst n(n—3) Diagonalen. Beachtet man aber, dass die Diagonale vom
Eckpunkt A zum Eckpunkt B die gleiche ist wie vom Eckpunkt B zum Eckpunkt A, so
folgt, dass die Anzahl der Diagonalen im n-Eck gleich

n(n — 3)
2

15t.
Aus der Formel folgt, dass es fiir ein Dreieck (n = 3) keine Diagonale und fir ein Viereck
(n = 4) zwei Diagonalen gibt.
Durch die von einer Ecke ausgehenden Diagonalen wird das n-Eck in n — 2 Dreiecke
zerlegt. Die die Winkelsumme im Dreieck 180 ° betrigt, ergibt sich fir die Winkelsumme
mm n-Eck

180°- (n —2).

Fiir n = 3 folgt als Winkelsumme des Dreiecks aus dieser Formel wieder
180°(3 —2) =180°

und fiir n =4 im Viereck
180°(4 — 2) = 360"

Hat ein n-Eck n gleich lange Seiten und n gleich grofie Winkel, so nennt man es regel-
majlig. Das Quadrat ist also ein regelmdffiges 4-Eck. Jeder Winkel o eines regelmdfligen

n-Ecks lisst sich durch 180° 9 360°
_180°(n—2) _ jgq. 360°
n n

a

berechnen. Fir das gleichseitige Dreieck (n = 3) ergibt sich daraus

a=180°— 3607 _ 60 °
3
und fir das Quadrat (n =4)
a=180°— % =90".

68



1.5 Kreise

Verbindet man den Mittelpunkt M des Umbkreises eines regelmdfsigen n-FEcks mit den
n Ecken, so wird das regelmafSige n-Eck in n kongruente gleichschenklige (zwei Seiten
werden durch den Radius r des Umkreises gebildet) Dreiecke zerlegt, die den Winkel

360°
n

an dem Scheitelpunkt M und jeweils die Winkel o/2 an der Basis haben.
Wir wollen diese Sachverhalte beispielhaft an einem regelméfigen Sechseck erlautern.

Beispiel 1.70. Regelmifiiges Sechseck

Die 6 kongruenten gleichschenkligen Dreiecke sind hier sogar gleichseitig mit der Sei-
tenlédnge r. Konstruiert wird das regelméfige Sechseck dadurch, dass man auf dem Um-
fang eines Kreises mit Radius r den Radius sechsmal hintereinander abtréigt und so die
sechs Eckpunkte erhilt. Da die Seiten des Sechsecks Sehnen sind, ist das so konstruierte
Sechseck ist ein Sehnensechseck. Mithilfe dieses Sehnensechsecks kénnen wir ein weiteres
regelméfiges Sechseck konstruieren, das ein Tangentensechseck bildet. Die nachfolgende
Abbildung erldutert die Vorgehensweise.

Abbildung 1.62: Regelméfiges Sechseck

In der Grafik sind auf dem roten Kreisbogen sechs blaue Punkte eingetragen, die die
Eckpunkte eines blauen regelméfigen Sehnensechseck bilden. Wir erkennen, dass die
Dreiecke, die durch den Mittelpunkt M und je zweier benachbarter Eckpunkte gebildet
werden, gleichseitig (Seitenlidnge r) und damit auch gleichwinklig (Winkel 60°) sind.
Das griine regelméfbige Tangentensechseck erhalten wir, wenn wir die Winkelhalbierende
flir jeden Mittelpunktswinkel konstruieren, was in der Abbildung beispielhaft durch die
gestrichelte griine Linie dargestellt ist. Die Winkelhalbierenden schneiden den Kreisbogen
in sechs Punkten, in der Grafik ist einer der Punkte griin markiert. Nun konstruieren
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wir die sechs Tangenten durch diese sechs Punkte. Diese Tangenten schneiden sich in
sechs Punkten, die die Eckpunkte des gesuchten regelméfligen Tangentensechsecks sind.
Aus der Grafik ist ersichtlich, dass die Eckpunkte des Tangentensechsecks jeweils auf der
Verbindungsgeraden (rote gestrichelte Linie) vom Mittelpunkt zu den Eckpunkten des
Sehnensechsecks liegen.

1.5.6 Umfang und Fliche eines Kreises
Umfang

Satz 1.71. Umfang des Kreises

Die Linge der Kreislinie, d.h. den Umfang des Kreises kann man nur mit Mitteln der
hoheren Mathematik exakt berechnen. Die elementare Geometrie bietet allerdings Mdg-
lichkeiten den Umfang U eines Kreises mit Radius r anndhernd zu bestimmen. Dazu
benutzen wir die Konstruktion des letzten Beispiels. Offenbar liegt die Linge der roten
Kreislinie zwischen dem blauen Umfang Ug des Sehnensechsecks und dem grimen Umfang
Ur des Tangentensechsecks. Den Umfang des Sehnensechsecks kann man leicht berech-
nen, er betrdgt

Ug =6r=3d,

wobet d den Durchmesser des Kreises bezeichnet. Um den Umfang Ur zu berechnen,
schauen wir uns einen Ausschnitt aus der obigen Grafik an:

j
~
A}

~

AN

e

Abbildung 1.63: Umfang eines Kreises

Wir haben die blaue Seite AB des Sehnensechsecks mit der Linge r und die griine
Seite DC Tangentensechsecks mit der unbekannten Linge s vergroRert dargestellt und die
Lotfuipunkte der griinen Mittelsenkrechten auf beide Seiten (E und F') eingezeichnet. Die
Linge der griinen Strecke M F ist gleich dem Radius r. Da das Dreieck AEM rechtwinklig
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ist, ldsst sich die Lénge der Strecke M FE mit dem Satz des Pythagoras ausrechnen:

2 2
—— T)QZ\/QT: 3
ME r (2 r 1 1 2\/5.

Nun beachten wir, dass die Dreiecke AEM und CFM &hnlich sind, da sie in ihren
Winkeln iibereinstimmen. Daher folgt fiir die Verhéltnisse der Seiten

MF:ME="2:".
2 2
Wir setzen die gefundenen Grofien ein
s
ro_2
T -
—_ 3 —_
2 V3 2
und 16sen die Gleichung nach s auf
2 S 2r d

VBT TR

Fiir den Umfang Ur des Tangentensechsecks erhalten wir also

d
Ur =6s=6— =2v3d=~ 3,4641d. 1.5
T 7 (1.5)

Der Kreisumfang U liegt zwischen Ug und Ur, d.h. es gilt
3d < U < 3,4641d.

Als Schitzung fiir den Kreisumfang nehmen wir das arithmetische Mittel von Ug und

Ur:
_Us+Ur  3+3,4641

2 2
Diese Schitzung kann man verbessern, indem man regelméfige Sehnen-n-Ecke betrach-
tet, die mehr als sechs Ecken aufweisen. Schon im Altertum hat man eine Schatzung von
U mit Hilfe eines regelméifiges 96-Ecks, das durch fortlaufende Halbierung der Seiten des
regelméfigen 6-Ecks konstruiert werden kann, gefunden und den Wert

U ~ 3,1418733d

U d = 3,23205d.

erzielt. Die exakte Formel fiir den Umfang eines Kreises mit Durchmesser d lautet
U =nd,
wobei 7 eine irrationale Zahl ist, die auf sechs Stellen genau den Wert
m=3,141593
hat.
Im Allgemeinen braucht man Hilfsmittel aus der Trigonometrie, um Formeln zur Er-

mittlung des Umfangs von Sehnen- und Tangentenvierecken bei beliebigen regelméfigen
n-Ecken herzuleiten. Das folgende Beispiel kommt ohne diese Hilfsmittel aus.
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Beispiel 1.72. Regelmafiiges Achteck
Wir wollen die Seitenldngen und die Umféange eines regelméfsigen Sehnen- und Tangen-
tenachtecks berechnen und die nachfolgende Abbildung als Argumentationshilfe nutzen.

Abbildung 1.64: Umfang eines regelméfigen Sehnen- und Tangentenachtecks

Die Grafik zeigt einen Kreisabschnitt eines roten Kreises mit Radius r und Mittelpunkt
M sowie jeweils zwei Seiten des Sehnenachtecks (blau) und des Tangentenachtecks (griin).

1. Sehnenachteck: Wir betrachten zunéchst nur die blauen Linien und Symbole und
ermitteln die Lénge der Seite s; des Sehnenachtecks. Da in einem regelméfigen
Sehnenachteck die Winkel zwischen zwei Eckpunkten und dem Mittelpunkt jeweils
45° sind, ist der Winkel ZAMC' ein rechter Winkel und somit das Dreieck ACM
rechtwinklig und gleichschenklig mit den Katheten r. Mit dem Satz des Pythagoras
folgt daraus

(E)2 =r2 42 =2%%= AC =r V2.
Das Dreieck AGM ist ebenfalls rechtwinklig und gleichschenklig, d.h. die Strecken
MG und AG sind gleich und da G genau in der Mitte von AC liegt, gilt

7MG:E:A—2C:2\/§.
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Fiir die gesuchte Strecke s; = AB ergibt sich daraus mit dem Satz des Pythagoras

(51 = (AG)"+(GB)®

2 2
T T
_ - _r @
2+(T 2\[
2 2
= %—1—7“2—7“2\/54—%

- 7«2(2—\/5)

und daraus

s1=r\2—v2

US:881:87“\/2—\/§.

. Tangentenachteck: Bei der Ermittlung der Seitenldnge so des Tangentenachtecks
konzentrieren wir uns auf die griinen Linien und Beschriftungen. Da das Dreieck
A’'E B’ rechtwinklig und gleichschenklig ist, folgt mit dem Satz des Pythagoras

sowie fiir den Umfang

(s2)° = (AE)" + (EB')’ = 2 (XE)" = AE = 2 2.
Ferner gilt mit FA’ = %2

2r
+v2

ﬁ:r:WJrﬁ:%Jr%\/i:mg:l

sowie fiir den Umfang
167

1+v2

. Wir berechnen das arithmetische Mittel der beiden Umfénge als Schatzung fiir den
Kreisumfang und erhalten mit d = 2r

42 -2+ 8

L+V2 _ 3187504,

Ur =8s9 =

Us+Ur

U~
2 2

also eine etwas bessere Naherung fiir 7 als beim regelméfigen Sechseck.

Flacheninhalt

Satz 1.73. Fldacheninhalt des Kreises

Auch der Flicheninhalt eines Kreises lasst sich nur mit héherer Mathematik exakt be-
stimmen. Man kann allerdings mit Hilfe der elementaren Geometrie NiherungsgrofSen
berechnen. Dazu schauen wir uns die nachfolgende Grafik an.
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Abbildung 1.65: Fliache des Kreises

In der Abbildung ist die Fldche des Kreises rot gestreift gekennzeichnet. Diese Fldche
wird durch die Fliche des grinen regelmdfigen Tangentensechsecks mit der Seitenlinge s
angendhert. Das Tangentensechseck ist in 6 gleichseitige Dreiecke aufgeteilt, deren Hdéhe
jeweils der Radius r ist, d.h. fiir den Fldcheninhalt Ap eines Dreiecks gilt mit Gleichung

(1.2)
1
Ap = 35T

und damit fiir den Flacheninhalt A7 des Tangentensechsecks

AT:6~*S~T:UT'2,

da der Umfang des Tangentensechsecks
UT = 06s

ist. Wir setzten den in Gleichung (1.5) gefundenen Wert fir Ur ein und erhalten mit
d=2r - r ,
Ar=Ur- 3= 3,4641d - 5= 3,4641 2r - 5= 3,4641 r*

und damit als Niherung fir die Kreisfliche Ax
Ag ~ 3,4641 2.

Aus den obigen Uberlegungen wissen wir, dass die Zahl vor dem Faktor r* sich immer
mehr der Zahl w anndhert, wenn man die Anzahl der Ecken des Tangentenvielecks weiter
erhoht, d.h. die exakte Formel fir die Kreisfliche ist

A = nr’.
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Beispiel 1.74. Durchmesser und Umfang eines Kreises

1. Welchen Durchmesser d hat eine Kreis mit dem Flicheninhalt A = 167 cm? ?

Es gilt
d 2
Ak:ﬂr2:7r<2) ,
woraus
[A /1 2
d=9]2% _9 16w em” _ Sem
T w
folgt.
2. Wir groR ist der Umfang U eines Kreises, wenn der Flicheninhalt Aj = 9cm? ist?
Es gilt
[A
Ay =7’ =>r = =k
T
Also folgt

A
U =211 = 2my | =& = 2\/Apm = 2V9 em27 = 6+/7 cm = 10, 64 em.

s

Aufgaben zu Abschnitt 1.5
1. Welchen Durchmesser d hat ein Kreis mit dem Flidcheninhalt A = 20 em? ?
2. Wir groR ist der Umfang U eines Kreises, wenn der Flicheninhalt Aj = 8 cm? ist?

3. Um die Eckpunkte eines Quadrats mit der Seite a = 4c¢m sind vier Kreise mit
dem Radius r = 2 cm geschlagen. Wie grof ist die Fldche F', wenn man die in das
Quadrat hineinragenden Kreisflichen von der Quadratfliche abzieht (Unschraffier-
te Flidche im blauen Quadrat in nachfolgender Abbildung)?

Abbildung 1.66: Abschnitt 1.5, Aufgabe 3
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4.

10.

11.

76

Berechnen Sie den Fldcheninhalt der in der Abbildung schraffierten Fliche. Die
Seitenldnge des blauen Quadrates sei a = 4 cm.

Abbildung 1.67: Abschnitt 1.5, Aufgabe 4

. Von einem Kreis sind der Umfang U = 30 cm und die Hohe h = 2 c¢m der Sehne

sbekannt. Berechnen Sie die Lange der Sehne.

In einem Kreis seien zwei beliebige Sehnen s; und sy eingezeichnet. Rekonstruieren
Sie den Mittelpunkt des Kreises.

Konstruieren Sie den Kreisbogen, der zu einer gegebenen Sehne s gehort und den
gegebenen Winkel « als Peripheriewinkel enthalt.

Sie stehen auf einem 400 m hohen Berg und haben freie Sicht. Wie weit konnen Sie
schauen, wenn Sie annehmen, dass die Erde eine Kugel mit Radius 6.367 km ist?
Hinweis: Verwenden Sie den Sekantentangentensatz!

Konstruieren Sie einen Kreis, der durch zwei verschiedene Punkte A und B verlauft
und eine gegebene Gerade g, die nicht parallel zu AB verlauft, beriihrt.

Zeigen Sie, dass fiir ein Tangentenviereck ABC' D mit dem Inkreismittelpunkt M
und dem Inkreisradius r

a) die Summe der Fldcheninhalte der Dreiecke ABM und DCM gleich der Sum-
me der Flacheninhalte der Dreiecke BCM und DAM ist.

U
b) der Fliacheninhalt des Tangentenvierecks gleich r - 2 ist, wobei U den Umfang

des Tangentenvierecks bezeichne.

Welchen Flacheninhalt hat das in nachfolgender Abbildung dargestellte Bogendrei-
eck. Das Dreieck ABC ist gleichseitig mit Seitenlinge a. Die Punkte A, B, C sind
die Mittelpunkte der Kreisbogen.
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Abbildung 1.68: Abschnitt 1.5, Aufgabe 11

12. Zwei Kreise schneiden sich in den Punkten A und B. Eine Gerade g durch A
schneide die Kreise in A1 und As, eine Gerade durch B schneide die Kreise in B
und Bs. Zeigen Sie, dass A B parallel zu AsBs ist.

1.6 Stereometrie

Wir haben uns bislang bei der Betrachtung von geometrischen Objekten in der Ebene
aufgehalten. Diese Einschrankung lassen wir in diesem Abschnitt fallen und behandeln
jetzt Objekte, die sich im dreidimensionalen Raum befinden und die nicht in einer Ebe-
ne abgebildet werden kénnen. Die Geometrie des dreidimensionalen Raumes wird als
Stereometrie bezeichnet. Eine der Hauptaufgaben der Stereometrie besteht in der Be-
rechnung des Volumens und der Oberfliche von mathematischen Korpern.

Definition 1.75.

Ein mathematischer Korper ist die Menge aller Punkte, die innerhalb eines vollstan-
dig abgeschlossenen Teiles des dreidimensionalen Raumes liegen. Die gesamte dufiere Be-
grenzungsflache heifst Oberflache, der von ihr vollstdndig umschlossene Teil des Raumes
heift Volumen des Korpers.

Ist ein mathematischer Kérper nur von Ebenen begrenzt, so wird er Polyeder genannt.
Beispiele fiir Polyeder sind der Wiirfel, der Quader, das Prisma oder die Pyramide. Die
das Polyeder begrenzenden Vielecke heiffen Seitenflachen, diese schneiden sich in den
Kanten. Der Schnittpunkt von mindestens drei Kanten ergibt eine Ecke.

Setzt sich die Oberfliache eines Korpers ganz oder teilweise aus krummen Flidchen zusam-
men, so spricht man von einem krummfldchigen Ko6rper. Die bekanntesten krumm-
flachigen Korper sind die Kugel, der Zylinder und der Kegel.

1.6.1 Quader und Wiirfel
Definition 1.76.

1. Ein Quader ist ein Polyeder mit acht rechtwinkligen Ecken und zwolf Kanten, von
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denen je vier gleich lang und zueinander parallel sind. Er wird von sechs Rechtecken
begrenzt, von den je zwei flaichengleich sind und in parallelen Ebenen liegen.

2. Ein Wiirfel ist ein spezieller Quader, bei dem alle Kanten gleich lang sind und der
von sechs gleichen, aufeinander senkrecht stehenden Quadraten begrenzt wird.

Satz 1.77. Oberfliche, Volumen, Diagonalen
Bezeichnen a,b, c die in der Regel unterschiedlichen Kantenlingen, so ergibt sich fiir die
Oberfliche eines Quaders

A=2(a-b+a-c+b-c).

Das Volumen V' wird nach der Regel ,Grundfldche mal Hohe” berechnet. Die Grundfliche
ist die Fliche des Rechtecks mit den Seiten a und b, also gleich a - b. Damit ergibt sich
fiir das Volumen eines Quaders

V=a-b-c

Da ein Wiirfel ein Quader mit gleicher Kantenlinge ist, d.h. a = b = ¢, folgt fiir die
Oberfliche und das Volumen eines Wiirfels:

2
A =6a
und
3
V=a
n 2
I “
-
’l: ’!’a’f
— S S
! 1 -
Iy f e
fzf 1 3df ”
,; " L7d
cl| , PRI cooooocoos Lo
P — =
AN < -==1"
! ,'a _____
1, - b
’ ——
’/f_:.--" I:1
a

Abbildung 1.69: Quader mit Kanten a, b, ¢

In der Abbildung sind ein blaver Quader mit den Kantenlingen a,b,c sowie die drei
schwarzen Flichen- und eine rote Raumdiagonale eingezeichnet. Mit dem Satz des Py-
thagoras folgt fiir die Flachendiagonalen

fi = Va2+b?
fo = v b2 4 2
f3 = a2+l
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Wenden wir den Satz des Pythagoras nochmals auf das hellbraune Dreieck an, so ergibt
sich fir die Raumdiagonale d

2
d=\/f+c*= \/(\/a2+62) +c2=Va?+ b+
Fiir den Wiirfel ergibt sich daraus

fi=f=f=f=Va+a=aV2

d=+vVa?+a?+a?=aV3.
Zuwischen Kantenlinge, Flichendiagonale und Raumdiagonale eines Wiirfels gilt das Ver-
haltnis
a:f:d=a:avV2:aV3=v1:v2:3.

Beispiel 1.78. Verhéiltnisse von Oberflichen und Volumina zweier Wiirfel
Wie grofs ist das Verhéltnis der Oberflichen und der Volumina zweier Wiirfel, deren Kan-
ten im Verhéltnis 1:2 stehen?

und

Losung: Fiir das Verhéltnis der Oberflachen gilt
A1 6&2 1

Ay 6(20)2 4
fiir das Verhéltnis der Volumina folgt analog

i a1

Vo (2a)3 8

Beispiel 1.79. Restvolumen von Quadern

Aus einem Quader mit quadratischer Grundflache, d.h. mit den Kantenlédngen a, a, ¢ wird
ein zweiter Quader herausgeschnitten, dessen Ecken mit den Mittelpunkten der Kanten
des ersten zusammenfallen. Wir grofs ist das Volumen der vier entstehenden Restkorper?

T
I
I
1 a'r

Abbildung 1.70: Quader aus Quader herausgeschnitten
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Wir berechnen zunichst das Volumen V' des herausgeschnittenen Quaders. Er hat die
Kantenldngen a’,a’ und c¢. Mit dem Satz des Pythagoras folgt

o O -5

und daraus fir das Volumen

2
, a a c
- (8) (3=
1% ( 5 V2 2 V2) e 5
Zur Berechnung des Volumens Vg der vier Restkorper bilden wir die Differenz der beiden

Quader

azc 2C

V=V -V =d’c— — ="—.
R a c B B

D.h. jeder der vier kongruenten (prismatischen) Restkorper hat das Volumen

CLQC

VPrisma = ?

1.6.2 Prisma und Zylinder
Definition 1.80.

1. Ein Prisma ist ein Polyeder mit zwei kongruenten und zueinander parallelen
n-Ecken als Grundflichen und n Parallelogrammen als Seitenflichen. Sind die
n — Ecke regelméfig, so nennt man das Prisma regelméfiig, andernfalls unregel-
méfig. Stehen die Seitenflachen senkrecht auf den Grundfliachen, so ist das Prisma
gerade, andernfalls schief. Den Abstand der beiden Grundflichen nennt man HG-
he des Prismas. Die Seitenflichen von geraden Prismen sind Rechtecke. Wichtige
Beispiele von geraden Prismen sind der Quader und der Wiirfel. Die Summe der
Seitenflachen nennt man auch Mantel des Prismas.

2. Ein Kreiszylinder (kurz Zylinder) ist ein krummlinig begrenzter Korper mit
zwei zueinander parallelen Kreisen mit gleichen Radien als Grundflichen. Steht die
Verbindungslinie zwischen den Mittelpunkten der beiden Kreise, die auch Achse
des Zylinders genannt wird, senkrecht auf beiden Grundflachen, so ist der Kreis-
zylinder gerade, andernfalls schief. Den Abstand der beiden Grundflichen nennt
man Ho6he des Zylinders. Die Seitenfliche eines Kreiszylinders, die auch Man-
tel genannt wird, ist regelméfig gekriimmt und stimmt mit der Kriimmung der
Grundflachenkreislinien iiberein.

Beispiel 1.81. Prisma mit dreieckiger Grundflache, Kreiszylinder

1. Teilt man einen Quader mit den Kanten a, b, ¢ entlang der braunen Flichendiago-
nalen der Grundflachen in zwei Teile, so entstehen zwei kongruente gerade Prismen
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mit rechtwinkligen Dreiecken als Grundflichen.

Abbildung 1.71: Prisma mit rechtwinkligen Dreiecken als Grundflichen

Die Seitenlidngen der Dreiecke der Grundflichen der beiden Prismen sind a, b, v a2 + b2,
d.h. die Grundflachen Ag berechnen sich zu

a-b
AG - T
Die Hohe h der Prismen ist
h=c.
Da das Volumen V' des Quaders gleich
V=ab-c

ist, hat jedes der beiden Prismen das Volumen

a-b-c
2

VPrisma = = AG . h,

also wieder ,Grundfliche mal Hohe”. Die Oberfliche eines der beiden Prismen
Aprisma Setzt sich zusammen aus den beiden dreieckigen Grundflachen und dem
Mantel M, der aus drei rechteckigen Seitenflichen mit den Léngen a,c und b,c
sowie va? + b2, ¢ besteht, also

M=a-c+b-c++Va2+b%-c.

Fir die Oberflache des Prismas erhalten wir damit

b
Aprisma = 2-Ag+M = 2-%+a-c+b-c+\/a2 +b%c=abtc (a +b+Va?+ b2>
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82

2. Ein gerader Kreiszylinder entsteht, wenn ein Rechteck um eine Seite gedreht wird,

diese Seite bildet dann die Achse des Kreiszylinders.

Achse h

.................
.
*a

Abbildung 1.72: Zylinder als Rotation eines Rechtecks um eine Seite

Die Seiten des braunen Rechtecks sind in der Grafik mit » und h = M; My bezeich-
net. My und Ms sind die Mittelpunkte der beiden Grundflichenkreise und r ist
der Radius des durch die Rotation entstandenen Kreiszylinders. Um die Oberflache
des Kreiszylinders zu berechnen stellen wir uns vor, dass wir den Mantel an der
duleren Seite des Rechtecks von oben nach unten zerschneiden und auf der einer
Ebene ausrollen. Wir erhalten dann als Mantelflache die Flache eines Rechtecks mit
den Seitenlédngen h und 27r. Zur Oberflache gehoren auch die beiden Grundflichen

2
Ag = 7r?,

d.h. die Oberflache des Kreiszylinders berechnet sich zu
Azylinder =2 - Ag + M = 21 + 277 - h = 217 (r + h) .

Um das Volumen des geraden Zylinders zu berechnen, stellen wir uns vor, dass
anstelle des Zylinders ein gerades Prisma mit Hohe h und regelméafigem n-Eck
mit Umkreisradius r als Grundfliche vorliegt. Dessen Volumen kann man mit der
Formel ,Grundfliche mal Hohe” berechnen. Nun lassen wir die Anzahl der Ecken
immer grofer werden und erhalten - wie in Satz 1.73 gezeigt - eine immer bessere
Annédherung der Prismagrundfliche an die Flache eines Kreises mit dem Radius
r. Mit anderen Worten: auch das Zylindervolumen Vziinqder berechnet sich durch
LJGrundflache mal Hohe”:

2
VZylinder = AG ~h=mnr"h.
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Cavalierisches Prinzip

Um die Volumina fiir beliebige Prismen und Kreiszylinder zu berechnen, benutzen wir
das sogenannte Cavalierische Prinzip.

Satz 1.82.

Koper mit inhaltsgleichen Grundflichen und gleichen Hohen haben gleiches Volumen,
wenn alle in gleichen Hohen parallel zur Grundfliche gemachten Querschnitte inhalts-
gleich sind. Speziell: Gerade und schiefe Prismen sowie gerade und schiefe Kreiszylinder
mit gleicher Grundfldche und gleicher Héhe haben gleiches Volumen:

V =Ag - h.
O

Beispiel 1.83. Volumen von Prisma und Zylinder

1. Wie grofs ist das Volumen eines regelméfigen dreiseitigen Prismas mit der Seiten-
lainge a = 3 cm und der Hohe h = 4em?
Losung: Zunéchst berechnen wir den Inhalt der Grundfiache, d.h. des gleichseitigen
Dreiecks. Nach Beispiel 1.55 errechnet sich die Hohe im gleichseitigen Dreieck zu

d.h. der Flacheninhalt ist

und fiir das Volumen folgt
a2 32
Vprisma = Zx/ih: Z\/§-4:9\/§: 15,59 cm?.

2. Wie grof ist das Volumen eines schiefen Kreiszylinders mit Radius r» und Achsenlén-
ge s = 3r, wenn die Achse und die Grundfliche einen Winkel von 60° einschliefsen?
Losung: Wir betrachten folgende Abbildung;:
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Abbildung 1.73: Schiefer Zylinder

Zu berechnen ist die rot eingezeichnete Hohe des Zylinders, die gleichzeitig eine
Kathete des braunen rechtwinkligen Dreiecks My AMs; ist. Die Strecke

M1M2 =3r

ist die Hypotenuse, also folgt mit Beispiel 77 auf Seite 77

h 3
§ = sin60° = {,

d.h. es ergibt sich
3rv3
2

h =

und daraus 5 3
3rre /3

VZylinder =mr’. h= T

O

Hohlzylinder

Definition 1.84.

Schneidet man aus einem geraden Kreiszylinder mit Radius 1 und Hohe h einen Kreis-
zylinder mit kleinerem Radius 79 heraus, so entsteht ein gerader Hohlzylinder mit der
Wandstarke r; — ro.
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Abbildung 1.74: Hohlzylinder

Satz 1.85. Oberfliche und Volumen von Hohlzylindern
Die Grundfiichen eines Hohlzylinders sind kongruente Kreisringe, deren Fldcheninhalte

sich jeweils zu

Ag = WT% — WT%

berechnen. Die Mantelfldche setzt sich zusammen aus dem duferen und inneren Mantel
M = My + M; =27ry -h+271ry - h =27wh(r1 +12) .
Fiir die Oberfliche des Hohlzylinders folgt daraus
ABohtzytinder = 2 (0] — 7r3) + 2rh (1 +1r2) =21 (rf — 15 + h(r1 +12)) .

Das Volumen eines Hohlzylinders ldsst sich einfach berechnen. Wir ziehen von dem Vo-
lumen des grofieren Hohlzylinders das des kleineren ab und erhalten

2 2 2 2
VHohlzylindeT =Try: h — Ty - h=mrh (Tl - ) :

Beispiel 1.86. Kreis- und Hohlzylinder

Ein gerader Kreiszylinder mit dem Radius r und der Héhe hx = 27 soll das gleiche
Volumen haben wie ein Hohlzylinder mit der Hohe hy = 37 und dem kleineren Radius
r9 = r. Welchen Wert hat r?

Losung: Das Volumen des Vollzylinders ist

VZylinder =7r?. hk = ar? . 2r = 2773,

Da der Hohlzylinder das gleiche Volumen haben soll, lautet die Bestimmungsgleichung
fir rq:
23 = VHohlzylinder = Thi (r% — r%) = m3r (T% — r2) .
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Diese Gleichung lasst sich vereinfachen zu

2?2 =3 (r% —7‘2),

woraus

folgt.

1.6.3 Pyramide und Kegel
Definition 1.87.

1. Eine Pyramide ist ein Polyeder, das von einem n-Eck als Grundfldche und n Drei-

ecken als Seitenflichen begrenzt wird. Die von den Eckpunkten der Grundfliche
ausgehenden und die Dreiecke begrenzenden Kanten treffen sich in einem Punkt,
der Spitze der Pyramide genannt wird. Der Abstand der Grundfliche zur Spitze
heifst Hohe der Pyramide. Hat die Pyramide gleichschenklige Dreiecke als Sei-
tenflachen, so ist sie gerade, andernfalls schief. Regelmifiige Pyramiden haben
regelméfige n-FEcke als Grundfliche, unregelméfiige nicht. Die Summe der Sei-
tenflichen der Pyramide bilden den Mantel und die Kantenabschnitte zwischen
den Ecken der Grundflachen und der Spitze sind die Seitenkanten der Pyramide.

. Ein Kreiskegel (kurz Kegel) ist ein krummlinig begrenzter Korper mit einer

Kreisflache als Grundflache und einer gekriimmten Mantelflache, die an der Grund-
fliche der Kriimmung der Kreislinie folgt und andererseits in einer Spitze zusam-
menlauft. Steht die Spitze senkrecht iiber dem Mittelpunkt des Grundkreises, so
ist der Kegel gerade, andernfalls schief. Den Abstand der Grundfliche zur Spitze
nennt man H6he des Kegels. Die Verbindungslinien von der Spitze bis zur Grund-
kante heifsen Mantellinien. Sind diese alle gleich lang, so ist der Kegel gerade.

Beispiel 1.88. Quadratische Pyramide und Kreiskegel
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1. Die beriihmten Grabstéitten der altdgyptischen Konige sind gerade quadratische

Pyramiden.

Abbildung 1.75: Pyramide mit quadratischer Grundfliche
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Die grofste und bekannteste Pyramide ist die Cheops Pyramide bei Gizeh. Sie hat
eine Grundkante von ca. 230 m Lange und eine Hohe von ca. 137 m.

Wir wollen die Oberflache einer quadratischen Pyramide mit Grundseitenldnge a
und Hohe h berechnen und schauen uns dazu die Abbildung genauer an. Das Drei-
eck ASF, wobei F' den Fulspunkt des Lotes von der Spitze S auf die Grundflache
bezeichne, ist rechtwinklig mit den Katheten h und FA. Mit dem Satz des Pytha-

goras folgt
2

_— a CL2 a
FA=\/=—+>= =22
TtT 32

Die Seitenkante AS hat also die Linge

AS:,Nﬂ+<;¢®2:VhW+§.

Die vier Seitendreiecke sind gleichschenklig mit der Basisseite ¢ und der Schenkel-

lange (gleich Seitenkantenldnge)
2
/ a
2
h* + 5

Um den Fliacheninhalt eines Seitendreiecks zu berechnen stellen miissen wir die rote
Hohe hg auf die Basisseite a herleiten. Wieder mit dem Satz des Pythagoras folgt

2
a2 a2 a2
hs < h—|—2> 1 \/h+4

und daraus fir die Flache Ay eines Seitendreiecks

CL2

a
Sz &
2 + 4

Die Gesamtoberfliche A der Pyramide ist dann

2
A:a2—|—4As:a2+2a\/h2+aZ.

Wenn wir die Zahlen der Cheops Pyramide einsetzen, so erhalten wir

2302
/1::2302%-2-230\/1372%-—24*22135179,59an

. Ein gerader Kreiskegel entsteht, wenn man ein rechtwinkliges Dreieck um eine sei-
ner Katheten rotieren lasst.
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Abbildung 1.76: Kegel als Rotation eines Dreiecks um eine Kathete

Die Abbildung zeigt ein braunes rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten A und
r, das um die Seite h rotiert wird und einen geraden Kegel mit der Grundflache
7r? und Hohe h erzeugt. Wenn wir die Oberfliche des Kegels berechnen wollen,
so stellen wir uns vor, wir schneiden den Kegel entlang der braunen Mantellinie
s auf und legen die Mantelfliche auf die Grundebene. Wir erhalten dann einen
Kreissektor, dessen Radius gleich der Lange der Mantellinie s ist und dessen Bogen
die Lénge 27r des Grundkreisumfangs hat. Zu diesem miissen wir dann noch die
Flache Ag des Grundkreises addieren. Die braune Mantellinie s hat nach dem Satz

s =124+ h2.

Um den Flacheninhalt der Mantelfliche (des Kreissektors) auszurechnen benutzen
wir die Relation

des Pythagoras die Lange

M :7s? = 2mr: 27s,

d.h. die Kreissektorflache verhélt sich zur Gesamtfliche des Kreises wie die Bogen-
linge zum Gesamtumfang. Aus der letzten Gleichung erhalten wir

2
M_LT-TFSQ:TF’I“S:TI"I“\/’I“Q—th.

 27s

Fiir die Gesamtoberfliche A des Kegels folgt daraus
A:Ag+M:7T7“2+7T?“\/’F2+h2:7T’I”(7“+ r2+h2>.
Zur Berechnung des Volumens von beliebigen Pyramiden und Kegel benutzen wir wieder

das Cavalierische Prinzip.
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Satz 1.89. Cawvalieri

Gerade und schiefe Pyramiden sowie gerade und schiefe Kegel mit gleicher
Grundfiiche und gleicher Hohe haben gleiches Volumen.

Da man jedes unregelmdjige gerade dreiseitige Prisma mit Grundfliche Ag und Hohe
h in drei volumensgleiche dreiseitige Pyramiden mit Grundfliche Ag und Hdéhe h auf-
teilen kann (siehe z.B. [?]), folgt fiir das Volumen Vp einer dreiseitigen Pyramide mit
Grundfliche Ag und Hohe h:

1
Diese Formel gilt fiir jede beliebige n-seitige Pyramide, denn jedes n-Eck als Grundfldche
einer Pyramide kann in ein flichengleiches Dreieck verwandelt werden. Da wir den Kegel

als regelmdfige Pyramide mit ,unendlich vielen Ecken” auffassen kénnen, gilt auch fir
das Volumen Vi eines Kegels mit Grundfliche mr? und Héhe h:

1 1
VKngG.h:§7rr2-h.

Beispiel 1.90. Tetraeder
Wie grofs sind die Oberflache und das Volumen eines Tetraeders mit Kantenlédnge a?
Losung: Ein Tetraeder ist eine regelméfige dreiseitige Pyramide mit vier gleichseiti-
gen Dreiecken als Begrenzungsflachen. Nun gilt nach Beispiel 1.55 fiir die Hohe hg des
Grundflachendreiecks a

he = - V3,

2
d.h. der Flacheninhalt A der Grundseite betrégt

2
a a
Ac =2 he =L /3.
G= 5 G 4\[

Die Oberfliche A des Tetraeders besteht aus vier kongruenten Dreiecken, also folgt
A =d?V3.
Fiir die Berechnung des Volumens V benutzen wir die Formel
1
V=-A4qg"h,
3 G

d.h. wir miissen die Hohe h des Tetraeders bestimmen. Dazu betrachten wir die folgende
Abbildung des gleichseitigen Grunddreiecks.
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B . T TTEEEEEERE

Abbildung 1.77: Grundflichendreieck eines Tetraeders

Eingezeichnet sind zwei rot gestrichelte Hohen der Lange
hg = AD = BC,

die sich im Punkt F' schneiden. Der Punkt F' ist der Lotfufipunkt der gesuchten Hohe
h des Tetraeders. Da die Hohen im gleichseitigen Dreieck gleich den Seitenhalbierenden
sind, schneiden sie sich im Verhaltnis 2 : 1, d.h. es gilt

AF :FD=2:1.

Die Linge der Strecke AD ist gleich hg, woraus

T T W

N

folgt. Nun stellen wir uns vor, dass die Hoéhe h des Tetraeders an dem Punkt F' aus dem
Papier heraus zeigt und der Endpunkt der Hohe sich mit dem Endpunkt einer im Punkt
A schriig angesetzten Kante der Linge a schneidet. Dann bilden die Strecke AF, die
Héhe h und die in A angesetzte Kante ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse a
und den Katheten h und AF. Mit dem Satz des Pythagoras kénnen wir daraus die Hohe

h bestimmen:
2 2
—Jaz— (% _ <
h=1/a (3\/5) a\/;.

Wir setzen die Werte in die Volumensformel ein und erhalten

3
V= —Agh V—f— 3.4 %fz

Beispiel 1.91. Volumen eines Kegels
Wie grof ist das Volumen eines geraden Kegels, dessen Grundkreis den Radius 7 hat und
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dessen Schnittfliche mit einer senkrecht zur Grundfliche stehenden Ebene durch seine
Spitze und den Mittelpunkt des Grundkreises ein gleichseitiges Dreieck ergibt?

Losung: Das gleichseitige Dreieck hat die Seitenldnge 2r. Die Hohe h des Kegels muss
gleich der Hohe des gleichseitigen Dreiecks sein, d.h.

2
h = hpreieck = ?’r \/3 = T\/?:‘

Mit der Volumensformel fiir den Kegel folgt daraus

1 3
V:37rr2-h:37rr2r\/§:\3f7rr3.

1.6.4 Kugel und Kugelteile
Definition 1.92.

1. Eine Kugel ist ein krummlinig begrenzter Koérper mit der Eigenschaft, dass jeder
Punkt der Oberfliche den gleichen Abstand zu einem Punkt M hat, der Mittel-
punkt der Kugel genannt wird. Den Abstand zwischen Mittelpunkt und Oberfliche
ist der Radius der Kugel. Man kann eine Kugel auch dadurch charakterisieren, dass
sie durch Rotation einer Halbkreisflache um ihren Durchmesser entsteht.

2. Jede durch den Mittelpunkt der Kugel gehende Ebene ist eine Symmetrieebene.
Die Schnittfliche von Kugel und Ebene nennt man Grofikreis. Der Radius des
Grofikreises stimmt mit dem Radius der Kugel iiberein. In nachfolgender Abbil-
dung sind zwei gestrichelte Groftkreise eingezeichnet.

Abbildung 1.78: Kugel mit Grofskreisen
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Alle anderen Ebenen, die nicht durch den Mittelpunkt des Kreises gehen, erzeugen
ebenfalls Kreise als Schnittflichen; diese sind allerdings kleiner als die Grofkreise.

3. Jede Schnittebene teilt die Kugel in zwei Kugelsegmente und die Kugeloberflache
in zwei Kugelkappen. Geht die Schnittebene durch den Mittelpunkt der Kugel,
so entstehen zwei Halbkugeln als Sonderfall des Kugelsegments.

Satz 1.93. Volumen der Kugel und des Kugelsegments

Um das Kugelvolumen zu berechnen benutzen wir das Cavalierische Prinzip und zeigen,
dass das Volumen einer Halbkugel mit Radius r dem Restvolumen eines Zylinders mit
Grundfliche mr? und Héhe rentspricht, wenn aus dem Zylinder ein gerader Kreiskegel
mit Grundfliche wr? und Héhe rausgebohrt wurde. Die folgende Abbildung illustriert die-
sen Sachverhalt.

Abbildung 1.79: Volumen einer Halbkugel

Auf der linken Seite sehen wir die Halbkugel mit Radius r und auf der rechten Seite den
schwarzen Zylinder mit Grundfliche mr? aus dem der rote Kegel entfernt wurde. Linke
und rechte Seite haben beide die Héhe r und wenn wir zeigen, dass jeder zu den Grund-
flichen parallele Schnitt durch die beiden Korper den gleichen Flicheninhalt aufweist,
dann sind die Volumina nach dem Satz von Cawvalieri in beiden Figuren gleich. In beiden
Korpern sind in der gleichen roten Hohe r1 Ebenen eingezogen, die die blau schraffierten
Schnittflichen erzeugen. In der Halbkugel ist das ein Schnittkreis mit Radius ro der sich
mit dem Satz des Pythagoras zu

ro = /12 — 1}

berechnet. Der linke Schnittkreis hat also die Fldche
Alinks = WT% =7 (T2 - T%) :

Die Schnittfliche auf der rechten Seite ist ein Kreisring mit dem dufleren Radius r und
dem inneren Radius r1. Das Letztere folgt aus der Gleichheit von Héhe und Radius im
Kegel, d.h.

h:r=1
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und diese Relation erhdlt sich nach dem Strahlensatz auch fiir das Verhdltnis von r1 und
dem inneren Radius, d.h.

T1 : Tinnerer Radius = 1 = Tinnerer Radius = T1-
Die Fldche des Kreisringes ist damit
2 2 2,2
Apechts = Tr° — ™y =T (7" - 7"1) .
Also sind die beiden Schnittflichen und damit auch die Volumina der beiden Kdrper

gleich:

2
2 2 3
VHalbkugel = VZylindeT ohne Kegel =TT =T — gﬂ'r r= §7rr ,

woraus fir das Gesamtvolumen einer Kugel

4
VKugel = 571'7'

folgt. Mit ganz dhnlichen Argumenten kann man zeigen, dass das Volumen eines Kugel-
segments mit der blauen Hohe h (siehe linke Grafik) gleich

wh?

VKugelsegment = T (ST - h)

3

ist. Da fiir den Radius ro des Schnittkreises
r2 =r2 — (r—h)? =2hr — h?
gilt, woraus nach Multiplikation mit 3 und Umstellen
6hr — 2h% = 3r2 4+ h?
folgt, komnen wir das Volumen eines Kugelsegments auch durch den Radius des Schnitt-

kreises ro und durch die Hohe h ausdriicken:

wh? mh
VKugelsegment = T (37" - h) = F (3’/“% + h2) .

Beispiel 1.94. Kugelvolumen

1. In welchem Verhéltnis stehen die Volumina von Kugel, Zylinder und Kegel, wenn
sie jeweils die Grundfliche 772 und die Héhe 7 haben?
Losung: Fiir die Volumina gilt:

4
3
VKugel = §7T7'
2 3
VZylinder = 7mro-r=7r
1 1
2 3
Vieget = gﬂ'?" T = gm‘ .

Also ist das Verhaltnis

VKugel : VZylinder : VKegel =4:3:1.
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2. Die Differenz der Volumina zweier Kugeln, von denen die grofere den Radius 4 ¢cm
hat, sei 20 cm3. Wir grok ist der Radius der kleineren Kugel?
Lésung: Fiir den Radius r der kleineren Kugel gilt folgende Bestimmungsgleichung

4 4
Vgriissere Kugel — Vileinere Kugel = 20 = g - 43 - g 7TT3,
woraus durch Vereinfachen
20 3 ,
—— =64—7
A7

folgt. Auflésen nach r ergibt

/ 15
r=4/64——=3,9cm.
T

Satz 1.95. Oberflaiche von Kugel und Kugelkappe

Zerlegt man eine Kugel in eine sehr grofle Anzahl sehr kleiner Pyramiden, die alle als
Spitze die Kugelmitte haben, d.h. deren Hohe jeweils der Radius der Kugel ist, so nihert
sich die Summe ihrer Grundfiichen Ag der Oberfliche der Kugel und die Summe ihrer
Volumina dem Volumen der Kugel. Mit der Volumenberechnungsformel fiir Pyramiden

(1.6) folgt
Valler Pyramiden — g AGT ~ g re = VKugela

woraus sich wegen
AG ~ AKugel

fiir die Oberfliche der Kugel die Beziehung
AKugel = 47r?
ableitet. Fir die Oberfliche einer Kugelkappe mit Héhe h erhdlt man analog
AKugelkappe = 277 - h.

Beispiel 1.96. Oberflache einer Kugel

Wie grof ist der Radius einer Kugel, deren Oberflache gleich der Oberflache eines Zylin-
ders mit dem Radius r, und der Hohe h = 7r, ist?

Losung: Die Oberfliche eines Zylinders setzt sich aus den beiden Grundfiichen und dem
Mantel zusammen

Azylinder = 271'7"2 + 2nr, - h = 27r1“§ + 27r, - Tr, = 16777“3.
Damit ergibt sich die Bestimmungsgleichung fiir den Kugelradius
AKUQBZ = 47TT2 = AZylinder = 16777“3,

also
r=A4r,.
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Aufgaben zu Abschnitt 1.6
Quader und Wiirfel

1.

2.

Wie kann man das Volumen eines Wiirfels durch seine Oberflache ausdriicken?

Stellen Sie Formeln fiir das Volumen und die Oberflache eines Wiirfels mit Kan-
tenliinge a auf, die nur auf der Raumdiagonalen d = a /3 basieren.

Die Oberflachen eines Wiirfels mit der Kantenldnge 5cm und eines Quaders mit
den Kantenldngen a = 4 cm und b = 3 cm sollen gleich sein. Wie grofs ist die dritte
Kante ¢ des Quaders?

. Die Volumina eines Wiirfels mit der Kantenldnge 5 c¢m und eines Quaders mit den

Kantenldngen a = 4cm und b = 3c¢m sollen gleich sein. Wie grof ist die dritte
Kante ¢ des Quaders?

Die Raumdiagonale d eines Quaders soll doppelt so groft sein wie die Flachendia-
gonale f; = va? + b2 = 5cm. Berechnen Sie die Kanten b und ¢, wenn a = 4cm
ist.

Prisma und Zylinder

1.

Ein regelmifiges vierseitiges Prisma hat das Volumen V = 36 cm?® und die Hohe
h = 4cm. Wie grof ist die Grundkante?

Bestimmen Sie die Hohe eines regelmafigen geraden dreiseitigen Prismas, wenn die
Grundkante a und das Volumen

3

a
V—?\/i’;

bekannt sind.

Bestimmen Sie das Volumen und die Oberfléche eines regelméfigen geraden sechs-
seitigen Prismas mit der Grundkante a und der Hohe h = 2a.

Ein Zylinder hat das Volumen V = 80cm? und die Hohe h = 4 cm. Wie grof ist
der Radius der Grundfiéche?

Das Volumen eines Zylinders mit Radius 4 cm und Hoéhe 6 cm soll das gleiche sein
wie bei einem Zylinder, dessen Radius r sich zur Hohe h wie 1:2 verhalt. Wie grofs
sind r und hA?

Das Volumen eines Hohlzylinders soll das gleiche sein wie das des inneren Hohl-
raumes. In welchem Verhéaltnis steht der auflere Radius 71 zum inneren Radius
TQ?
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Pyramide und Kegel

1.

Berechnen Sie die Oberflache und das Volumen einer quadratischen Pyramide mit
Grundkante a = 5m und Hoéhe h = 2a.

. In welchem Abstand von der Spitze einer regelméfigen vierseitigen Pyramide mit

bekannter Hohe h muss eine zur Grundfliche parallele Ebene gelegt werden, damit
das Volumen der {iber der Schnittfliche liegenden Pyramide im Verhéltnis 1 : 3
zum Volumen der ganzen Pyramide steht? Blatt

Eine kegelférmige Grube hat bei einem Boéschungswinkel von 45° eine Tiefe von
10 m erreicht. Wieviel Volumen wurde ausgegraben?

. Die Schnittfliche durch die Achse eines geraden Kegels ist ein gleichschenkliges

Dreieck mit der Héhe h = 4 cm und der Schenkellinge s = 8 c¢m. Wir grofs sind
Volumen und Mantelflache des Kegels?

. Wie grofs ist die Hohe eines Zylinders, der das gleiche Volumen und die gleiche

Grundfliche wie ein Kegel mit der Héhe h = 9 ¢m hat?

Kugel und Kugelteile

1.
2.

3.

Welchen Radius hat eine Kugel mit dem Volumen V = 36 cm3 ?
Welchen Radius hat eine Kugel mit der Oberfliche A = 36 cm? ?

Eine Kugel mit dem Radius 7; und ein Zylinder mit dem Radius ro und der Héhe
h = 2ry haben die gleiche Oberflache. In welchem Verhéltnis stehen ihre Radien?

Einem Zylinder mit der Héhe A = 2r und der Grundfliche 7r? sind eine Kugel mit
Radius r und ein Kegel mit gleicher Grundfliche und gleicher Hohe eingeschrieben.
Bestimmen Sie das Verhéltnis der drei Volumina zueinander.

. Welches Volumen hat ein Kugelsegment mit Kappe A = 50 cm? und Hohe h =

1em 7 Welchen Radius hat die zum Segment gehorige Kugel?

Eine Kugel hat eine Kappe mit A = 40 cm? und einer Héhe von h = 1 c¢m. Berech-
nen Sie das Volumen der Kugel.

Losungen der Aufgaben

Abschnitt 1.1

1.

96

a) 171,887° = 3rad
b) 7/12 =15°
¢) 2,5 =143°



1.6 Stereometrie

d) 38°14/22" = 0,6674 rad.

e Da man ein Fiinfeck in drei Dreiecke aufteilen kann, betragt die Winkelsumme
3 - 180°=540°

e Da man ein Sechseck in vier Dreiecke aufteilen kann, betragt die Winkelsumme
4 -180°=720°

e Allgemein: Da man ein n-Eck in n — 2 Dreiecke aufteilen kann, betragt die
Winkelsumme (n — 2) - 180°.

3. Aus der Abbildung liest man ab:

v = 90° -«

0 = «

e = 90°—«

¢ = 90°-p

n o= a+tf

0 = 90°—a— 0.

Abschnitt 1.2

1.

Zwei Kreise um die Endpunkte A und B mit gleichem Radius, der grofer als ATB
ist, schneiden sich in den Punkten P, und P». Die Verbindungsgerade von P; und
P, ist die Mittelsenkrechte von AB. Der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten mit
AB ist der Mittelpunkt der Strecke AB.

Ein Kreis um den Scheitelpunkt des Winkels schneidet die beiden Schenkel g und h
in den Punkten G und H. Die Mittelsenkrechte von GH ist die Winkelhalbierende.

Ein Kreis um den Punkt P schneidet die Gerade g in den Punkten A und B. Die
Mittelsenkrechte von AB ist die Senkrechte in P zur Geraden g.

Ein Kreis um den Punkt P schneidet die Gerade g in den Punkten A und B. Die
Mittelsenkrechte von AB schneidet die Strecke im Mittelpunkt M. Dann ist PM
das Lot von P auf g.

Ein Kreis um den Punkt P schneidet die Gerade g in den Punkten A und B. Die
Mittelsenkrechte von AB schneidet die Strecke im Mittelpunkt M. Sei h die Gerade
durch P und M. Dann ist die Senkrechte in P zur Geraden h die gesuchte Parallele.

Abschnitt 1.3

1.

Auf einem beliebig geneigten Strahl vom Endpunkt A der Strecke AB werden
sechs gleiche Teile abgetragen. Der Endpunkt des letzten Teils sei C. Parallelen zu
BC durch die iibrigen Teilungspunkte des Strahls ergeben auf AB die geforderte
Teilung.
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. Um den Endpunkt A der Strecke ¢ = AB = 5cm wird ein Kreis mit Radius

b =4cm und um B ein weiterer Kreis mit Radius a = 3 cm geschlagen. Die beiden
Kreise schneiden sich im dritten Punkt C.

. Auf einem Schenkel des Winkels v = 80° mit Scheitelpunkt C' wird die Lénge

a = bcm bis zum Punkt B abgetragen. Ein Kreis um B mit Radius ¢ = 8cm
schneidet den anderen Schenkel im dritten Punkt A.

. Am Endpunkt A der Strecke ¢ = AB = 7cm wird der Winkel a = 30° mit dem

freien Schenkel b angetragen. Am Endpunkt B der Strecke wird der Winkel g = 60°
mit dem freien Schenkel a angetragen. Die beiden Schenkel schneiden sich im dritten
Punkt C.

. Nach dem zweiten Strahlensatz ist SC : SB = CD : AB, d.h.

5C & SC=1.

12-S8

[SARN |

. Auf einem Schenkel eines beliebigen Winkels werden jeweils vom Scheitelpunkt A

aus die Strecken a und b abgetragen. Die Strecke ¢ wird auf dem zweiten Schenkel
von A aus abgetragen. Durch den Endpunkt von b wird die Parallele der Verbin-
dungsstrecke der Endpunkte von a und ¢ gezogen. Diese schneidet den zweiten
Schenkel im Punkt X. Die Strecke z = AX ist nach dem ersten Strahlensatz die
gesuchte Grofe.

. Auf einem beliebig geneigten Strahl vom Endpunkt A der Strecke AB = 12cm

werden zwei Strecken a = AC und b = CD aufgetragen, die sich wie 4 : 5 verhalten.
Die Parallele zu BD durch den Punkt C schneidet die Strecke AB im gesuchten
Teilungspunkt.

. Ist h die unbekannte Hohe des Endpunktes der Bahnstrecke, so gilt mit dem ersten

Strahlensatz h : 1450 = 1 : 50, d.h. h = 29m.

. Ist h die unbekannte Hohe des Turms, so gilt mit dem ersten Strahlensatz h : 4 =

1,5:0,8, d.h. h=7,5m.

Abschnitt 1.4
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Abbildung 1.80: Abschnitt 1.4, Aufgabe 1

a) Da die Tangentenabschnitte gleich grof sind, gelten die Gleichungen:

AB; = AC;
B,C = CA4
A;B = (;B.

Fiir die Seitenldngen des Dreiecks ergeben sich daraus

Zu 16sen ist also das lineare Gleichungssystem

1 0 1|0 1 0 1 b 1 0 1 b
01 1]|a — 01 1 a -1 01 1 a
1 1 0]e¢ 01 —-1|c—0b 0 0 —2|c—b—a
10 0 —a+b+c
2
. 01 0 a—b+c ’
2
at+b—c
0 01
2
also folgt
A8 — Aci:—a—;b—i—c
—b
BC = CA =" 2“
A8 = C’iB:CH_;)_C.
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b) Da das Dreieck A;CB; gleichschenklig ist, steht die rot gestrichelte Winkel-
halbierende senkrecht auf A;B;. Daraus ergibt sich:
/CA;B; = 90° — %
Ebenso erhalt man: 5
ZC;A; B =90° — 5
Aus beiden Gleichungen folgt:

o = 180° — LCA;B; — /CiA B — L‘;”

Analog ergibt sich
;_ aty /_O“f’ﬁ
F=—70"7=—75"

2. Die folgende Grafik zeigt die Schnittpunkte S} der Hohen, S,, der Mittelsenk-
rechten und Sy, der Seitenhalbierenden und die Gerade, die diese Schnittpunkte

verbindet

Abbildung 1.81: Die Schnittpunkte der Hohen, Mittelsenkrechten und Seitenhalbieren-
den liegen auf einer Geraden

3.
a) Die drei Teildreiecke haben die Flacheninhalte
ol e
1= 9" 2 — 97 3 — 97

so dass sich der Flacheninhalt des Dreiecks durch

r
F:F1+F2+F3:§(a+b+c)

berechnen lésst.
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b) Die Katheten senkrecht aufeinander, d.h. der Flacheninhalt des Dreiecks be-

tragt

F = %b = 24 em?.

Die Léange der Seite ¢ ergibt sich mit dem Satz des Pythagoras:

c=+va?2+b =10cm.

Mit der Formel aus (a) erhélt man daraus

2F 48
at+b+ec 24

4. v/2ist die Diagonale im Quadrat mit der Seitenlinge 1. v/3 ist die Hohe eines gleich-
seitigen Dreiecks mit der Seitenlinge 2. /5 ist die Hypotenuse in einem Dreieck
mit den Katheten mit en Léngen 1 und 2.

5. Den Fldacheninhalt F' des rechtwinkligen Dreiecks mit den Seiten a = 3¢e¢m,b =
4cm,c = 5cm betragt

b
a) F'= % = 6 cm? bzw.

b) mit der Formel von Heron und U = a+ b+ c = 12cm:

¢ (F-a) (5-0) (L) =voszi=oem

2\ 2 2 2

6. Die Seite ¢ wird mit der umgestellten Formel von Heron
16F? = 44%b? — (a2 + b2 — 02)2

berechnet. Aus ,
16-36 =4-25-9— (25+9 — ¢?)

folgt ¢ = 4cm.

7. Mit dem Satz des Pythagoras folgt

b=+vc2—a2=+v36—-—9=5cm.

Der Flacheninhalt ist damit

F=—="7>5cm".
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8. Verwandeln Sie ein zeichnerisch ein Rechteck mit den Seiten a und b in ein flachen-
gleiches Quadrat:

Abbildung 1.82: Flachengleiches Quadrat zu vorgegebenem Rechteck

Die Grafik zeigt das hellbraune Rechteck mit den Seitenldngen a und b. Im Punkt
A wird parallel zur Strecke AA’ die Strecke AB mit der Linge a + b abgetragen.
Um den Mittelpunkt M dieser Strecke ist der rote Thaleskreis gezeichnet. Die
Senkrechte in A’ zur Strecke AB schneidet den Thaleskreis im Punkt C. Das Dreieck
ABC ist rechtwinklig und die Strecke h = A’C ist die Hohe auf der Hypotenuse
AB. Das schwarze Quadrat mit der Seitenlinge h hat den gleichen Flicheninhalt
wie das Rechteck, da nach dem Héhensatz h? = a - b gilt.

a) die Kathete errechnet sich mit dem Satz des Pythagoras zu
a=1/9,8%— 7,82 =15,93296.
b) die Hypotenuse errechnet sich mit dem Satz des Pythagoras zu

c=1+/7,32+2,12 = 7,59605.

10. Der Fliacheninhalt eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks mit den Schenkeln
aist
F=—
2
der eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlange b

1. b b?
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11.

12.

13.

14.

1.6 Stereometrie

Gleichsetzen und Auflésen nach b ergibt

2
b:\/;a.

In einem rechtwinkliges Dreieck stehen die Katheten senkrecht aufeinander, d.h.
die angegebene Hohe ist eine der Katheten ki. Die andere ko ergibt sich durch

_ kiks

F
2

zu 04
ko = 3 = 8cm.

Die Hypotenuse h ergibt sich mit dem Satz des Pythagoras zu
h =8 +32=8, 544 cm.

Fiir die Katheten gilt

a_3 _3 2 9 2
b—4:>a—4b:>a _16b
und 9
a2+b2:64:>1—6b2+b2:64:>b:6,4cm.
Also folgt
3
a:Zb:4,80m
und b
F:%:?,?gcmz.

Nach dem Kathetensatz gilt

a = ep=+/(p+qp=V40=6,32cm
b = Veg=+/(p+q)qg=24=4,9cm

und .
F= % — 15,48 em?.

Nach dem Hohensatz gilt
25
h2:p-q:>p:§:8,33cm

und damit
c=p+q=11,33cm.
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1 Elementare Geometrie

Mit dem Kathetensatz folgt

a = /cp=+/11,33-8,33=19,72cm
b = /cq=+/11,33-3=15,83cm.

Die Flache errechnet sich zu

b
F= % — 28,33 cm?.

Abschnitt 1.5

1. Ein Kreis mit dem Flicheninhalt A; = 20 em? hat den Durchmesser

A
d=2y/=E =505em.
s

2. Der Umfang U eines Kreises mit Flicheninhalt A = 8 cm? ist
U=2yArm =10,03cm.

2
3. Die in das blaue Quadrat hineinragenden Kreisflachen sind jeweils % grofk.

Damit ergibt sich fiir die gesuchte Flache

7T’r’2

F:a2—4-T:a2—7r7’2:3,43cm2.

4. Berechnen Sie den Flécheninhalt der in der Abbildung schraffierten Fldche. Die
Seitenldnge des blauen Quadrates sei a = 4 cm.
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1.6 Stereometrie

Abbildung 1.83: Abschnitt 1.5, Aufgabe 4

Die einbeschriebenen vier Halbkreise haben den Radius g. Die Strecke AM ist eine

Sehne im Halbkreis mit dem Mittelpunkt B und hat nach dem Satz des Pythagoras
die Lange
__ a\2 aN? a
- (5 G -5 ve
2 + 2 2 V2
Das Dreieck ABM hat den Flacheninhalt

laa a?

P=3327 8

Der Kreisausschnitt mit dem Bogen AM ist ein Viertelkreis und hat den Flédchen-

inhalt
1 a\?2 T7a
Fr=m(5) =5
K=17\2 16
Der Sehnensektor, d.h. das Stiick zwischen dem Kreisrand AM und dem Dreieck
ABM, hat somit den Fléacheninhalt

2

7T612 (12 a2

Fg=——-——=—(1m-2).
=16 "8 16" Y
Da es acht solche Sehnensektoren gibt, betragt der Flacheninhalt der schraffierten

Flache

a2

F=8Fs = (7-2) =81 — 16 = 9,13 cm?.
. Der Radius des Kreises errechnet sich durch
U 15

— =4,7Tm.

r = — =
2 i

Die Lénge der Sehne ergibt sich mit dem Satz des Pythagoras

2 5\? 2 2 2
r :(5) F R s =22 —h2=2./22.8 —4 =867 cm.

. Die Mittelsenkrechten der beiden Sehnen s; und so schneiden sich im gesuchten
Mittelpunkt des Kreises.
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1 Elementare Geometrie

7. Im Endpunkt A der gegebenen Sehne s = AB wird der Winkel g — « angetragen.

10.

106

Der freie Schenkel schneidet die Mittelsenkrechte zu AB im Punkt M. Der Winkel
/AM B ist nach Konstruktion 2« groft, somit ist M der gesuchte Mittelpunkt des
Kreises.

Die nachfolgende Grafik erldutert die Aufgabenstellung;:

Gesucht ist die Linge der Strecke x = PS. Nach dem Sekantentangentensatz folgt
mit A =400m und r = 6.367 km

2> =h2r+h)=x=/h(2r+h)=+/0,4-12.734,4 = 71,31 km.

Im Schnittpunkt S der Verlingerung der Strecke AB mit der Geraden g wird auf der
Geraden g die Strecke mit der Linge VAS - BS und dem Endpunkt C' abgetragen.
Der gesuchte Kreis ist der Umkreis des Dreiecks ABC.

Die Abbildung zeigt das Tangentenviereck ABC D mit den jeweilen Lotfulpunkten
von M auf die Vierecksseiten.

A

Abbildung 1.84: Tangentenviereck ABC'D



1.6 Stereometrie

a) Fiir die Flacheninhalte der Dreiecke gilt
Fapy = AB-
Fpem = DC-

Fgeny = BC-

NSNS s S

Fpamy = AD-
Also folgt wegen AB + DC = BC + AD
Fapym + Fpeym = Fpem + Fpau-

b) Der Flacheninhalt des Tangentenvierecks ist gleich

T = U
Fr=Fapym~+Fpoym+Fpovm + Fpam = 3 (AB+ DC + BC + AD) = Ty
11. Welchen Flacheninhalt hat das in nachfolgender Abbildung dargestellte Bogendrei-
eck. Das Dreieck ABC ist gleichseitig mit Seitenldnge a. Die Punkte A, B, C sind
die Mittelpunkte der Kreisbogen.

Abbildung 1.85: Abschnitt 1.5, Aufgabe 11

Die Fléche F; zwischen dem Kreisbogen und einer Dreiecksseite berechnet sich als
T
Differenz eines Kreisausschnitts mit dem Radius ¢ und dem Winkel 60° = — und

dem Flacheninhalt des gleichseitigen Dreiecks zu

T a a T a
Fl="d—= - =V3=>-a>——/3.
1 6a 59 3 6& 4\/§
Die Gesamtflache F' ist dann
g (T a?
F = 3R+ Fapc=3d(=-=V3]+—V3
6 4 4
2

= %(W—ﬁ)%O,?aQ
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1 Elementare Geometrie

12. Die Aufgabenstellung wird durch nachfolgende Abbildung erldutert.

Abbildung 1.86: Abschnitt 1.5, Aufgabe 12

Die Vierecke BoBAA, und BBy A A sind Sehnenvierecke, daher gilt

a+pB = 180°

v+4§ = 180°.
Da auch
B+~ =180°
ist, folgt 8 = ¢ und daraus
o+ =180°,

d.h. « und ¢ sind Ergénzungswinkel am Parallelenpaar A;B; und AsBs.

Abschnitt 1.6
Quader und Wiirfel

1. Gegeben ist die Oberflache

A=6d>=a= ?

eines Wiirfels mit der Kantenldnge a. Das Volumen eines Wiirfels berechnet sich
durch

o= (V3) =)

2. Gegeben sei die Raumdiagonale
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1.6 Stereometrie

Daraus folgt

und daraus

2
A = 6a2:6<d> = 2d?
d

Vo= a3:<\/§> :‘5 3.

. Die Oberfliche Agyader des Quaders berechnet sich durch

AQuader = 2 (ab + ac + be) = 2 (12 + 4c + 3c) = 24 + 14c.

Da die beiden Oberflédchen gleich sind, gilt
Awirper = 6 - 5% = 150 = 24 + 14c,

woraus
B 126_63_7
c——14 =9 = cm

folgt.
. Das Volumen des Quaders berechnet sich durch
Vouader = a-b-c=12c.
Da die beiden Volumina gleich sind, gilt
Vivirfe = 5° = 125 = 12¢,

woraus 195
c=—=10,42cm
12

folgt.

. Die Flachendiagonale ist mit a = 4cm

fi=Va2+02 =42+ =5

woraus

b=+v25—-16=3cm

folgt. Ferner gilt

d=Va2+02+2=16+9+2=2f =10,

woraus

c=+/100—25 =53
folgt.
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1 Elementare Geometrie

Prisma und Zylinder

1. Fiir das Volumen eines regelméfigen vierseitigen Prisma gilt

V=Ag h=ad>h,

a = K— §—3cm
_”h_”4 =

woraus

folgt.

. Die Grundflache des Prismas ist die eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlénge

a, also
a2
Da das Volumen sich durch

2
v:AG.h:%\/g.h

berechnet und
vorgegeben ist, folgt

Da ein regelméfiiges Sechseck in 6 gleichseitige Dreiecke zerlegt werden kann, gilt
fiir die Grundflédche des Prismas

Also folgt fiir das Volumen

3a2 3
vaG.h:7 3.2a = 3a®V3.

Da der Mantel des Prismas aus 6 Rechtecken mit den Seitenldngen a und h besteht,
ergibt sich
Aptantel = 6ah = 6a (2a) = 124>

und somit fur die Oberflache

A =240+ Aptanse = 3023 + 12a% = 3a2 (\/3 + 4) .

4. Das Volumen eines Zylinders berechnet sich durch

110

V = 7rh



1.6 Stereometrie

und nach Vorgabe ist V' = 80 cm? und die Héhe h = 4 cm. Also folgt
80 = 4mr?,

woraus sich
20

r=4/—=25cm
7
ergibt.
5. Das Volumen des Zylinders mit Radius 4 cm und Héhe 6 cm berechnet sich zu
V = (4%) -6 = 96.
Fiir das Volumen des zweiten Zylinders gilt
V =96 =7r? - h=mr? - 2r = 2.

Daraus erhalten wir
r = V48 =3,63cm
2r =17,26 cm.
6. Das Volumen eines Hohlzylinders berechnet sich durch
V =mh (r% —r2 )
und das des inneren Hohlraum durch
V = 7hrs.

Gleichsetzen fiihrt zu
mh (r% — r2) = 7Th’l“%.

Durch Vereinfachen erhalten wir

und daraus

Pyramide und Kegel
1. Das Volumen der Pyramide berechnet sich durch

1 1 2
V:§AG'h:§a2(2a):§a3.
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Um die Flache der vier kongruenten Seitendreiecke zu berechnen, ermitteln wir
zunéchst die Hohe h, der Dreiecke bezgl. der Grundkante a der Pyramide mit dem
Satz des Pythagoras:

R e (O R

Die Dreiecksflache ist damit

2

he = S V17

ADrez’eck = Z

N

und fiir de gesamte Oberflache folgt

A= Ag + 4Apreieck :a2—l—a2 17 = a? <1+\/ﬁ> .

. Sei a die Grundkante der Pyramide mit der Hohe A. Dann folgt mit dem Strah-

lensatz fiir die Grundkante o’ und fiir die gesuchte Hohe h’ der abgeschnittenen
Pyramide

a:h=4d :H,
also
S
=5

Wir bilden das Verhéltnis der Volumina der beiden Pyramiden und wissen, dass

Vabgeschnitten o 1

v 3
ist. Einsetzen ergibt
1 ah'\ 2
9 are /
3a/h/<h> " _ 1
1 o2h a’h h3 3’
3
woraus
1
B =hyl=
3
folgt.

Da die Mantellinie eine Neigung von 45° hat, ist ein rechtwinkliges Dreieck, das
von einem Punkt auf der Grundkreislinie, dem Mittelpunkt der Grundkreises und
der Spitze gebildet wird, gleichschenklig mit der Mantellinie als Hypotenuse. D.h.
die Hohe des Kegels ist gleich dem Radius des Grundkreises r = h = 10 m. Somit
kénnen wir das Volumen ausrechnen:

1 1000

V= §7rr2h =—3 = 1.047,2m3.
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4. Es gilt fiir den Radius des Grundkreises

r=1/s2—h2=1+64—16 = V48 = 4V/3.
Also folgt fiir das Volumen

1 1 48 -4
V:gwrzhzgw(s2—h2)h:8T7r:647r:201cm3

und fiir die Mantelflache
Apantel = 7T - s = m4V/3 - 8 = 321 /3 = 174, 1 em?.
5. Fiir das Volumen des gesuchten Zylinders gilt
V = 7rh,.

Dieses soll gleich dem Volumen des Kegels mit Radius r und Hohe A = 9 c¢m sein.
Also ergibt sich folgende Bestimmungsgleichung fiir h,:

7rlh, = 3 7r? 9,

also

Kugel und Kugelteile
1. Der Radius einer Kugel mit dem Volumen V = 36 cm? ergibt sich aus

4
36 = 3 s

r_i”/m_i’/ﬁ—gi”/T—Q,OE)cm.
47 T ™

2. Der Radius einer Kugel mit der Oberfliche A = 36 cm? ergibt sich aus

zu

36 = 4mr?

T:\/%Zi/gzg\/Tzl,GQCm.
47 ™ ™

3. Die Oberflache einer Kugel mit dem Radius rq

zu

Akugel = 471'7‘%
ist gleich der Oberflache eines Zylinder mit dem Radius 75 und der Héhe h = 279

Azylinder = 2777“% 4+ 27rg - 219 = 67["/“% .
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Gleichsetzen und Vereinfachen ergibt

2
27"% = 3r3,
woraus
no_ 3
re V2
folgt.
. Fiir die Volumina gilt:
Vzylinder = r? - h = 2mr3
4
VKugel = § mr’
1 2
VKegel = §7T7"2 = §7T’I"3.

Also folgt
VZylinder : VKugel : VKegel =3:2:1.

Dieses Ergebnis wird auch Satz des Archimedes genannt.

. Die Flache der Kugelkappe ergibt sich durch

50 = Agappe = 211 - h = 277,
woraus sich der Radius der Kugel errechnen lésst:

2
r= —5 = 17,96 cm.
m

Wir setzten die Werte in die Volumensformel fiir das Kugelsegment ein und erhalten

V= g}ﬂ (3r—h) = g (23,88 —1) = 23,96 cm3.

Die Flache der Kugelkappe ergibt sich durch
40 = Agappe = 271 - h = 27,

woraus sich der Radius der Kugel errechnen lésst:

2
r= 20 =6,37cm.
T

Damit folgt fiir das Volumen der Kugel

4
V= 571'7“3 = 1.082,7em?.



